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"Minden nemzet a maga
nyelvén lett tudos,
de idegenen sohasem."

(Bessenyei Gyorgy)



ALTALANOS INFORMACIOK ES UTMUTATO

A Geomatikai Kozlemények 1998 ota rendszeresen, altalaban évenként egy alkalommal
megjelend folyodirat. A kiadvany célja, hogy elsdsorban magyar és esetenként angol nyelvii
forumot biztositson azon hazai, ill. kilfoldi kutatoknak és szakembereknek, akik a miiszaki-
és foldtudomanyok azon teriiletein (geodézia, fotogrammetria, térinformatika, fizikai
geodézia, geofizika, foldmagnesség, geodinamika, a Fold bels6 szerkezete és a Fold koriili
térség fizikaja) elért tudomanyos eredményeiket szeretnék kdzzétenni, amelyek a geomatika
modszereit hasznaljak helyhez kotott adataik gytijtéséhez, feldolgozasahoz és elemzéséhez. A
kiadvanyban megjelend cikkek és tanulmanyok a mai normaknak megfelel lektoralasi
folyamaton mennek keresztiil, azaz miel6tt publikélasra keriilnek legalabb kett6 fliggetlen
biral6 véleményt alkot a kdzlésre benyujtott kéziratrdl. A biralok nevét alaphelyzetben csak a
szerkesztObizottsag ismeri, de a biralok kérhetik anonimitasuk felfiiggesztését. A biralatok
alapjan a bizottsag eldonti, hogy az adott kézirat megfelel-e a Geomatikai Ko6zlemények
formai és tartalmi kovetelmény-rendszerének, illetve, hogy az esetlegesen felmeriild hibdk és
hianyossagok kijavithatok- és potolhatok-e a kézirat kisebb-nagyobb atdolgozasaval. A
szerkesztObizottsag szakmai munkéjat egy Tanacsado Testiilet segiti.

A Geomatikai Kézlemények szerkesztését, amelyet 2011-t0] mar egy az Interneten keresztiil
elérheté és milkodtethetd web feliilet is tamogat (www.geomatika.ggki.hu/kozlemenyek
©Lovranits Tamas és Papp Gabor), tarsadalmi munkaban végzd szerkesztéség nagy hangsulyt
fektet a lehetd leggyorsabb mindségi munkara. Ez mind a szerzokt6l, mind a biraloktol
erdfeszitéseket és fegyelmet kivan, amit a szerkesztdség eldre is tisztelettel megkdszon. Ennek
biztositasahoz javasoljuk attanulmanyozni a kovetkezo anyagokat:

Geomatikai Koézlemények instrukcidk szerzéknek.doc,
Geomatikai Kozlemények instrukciok biraloknak.pdf,

amelyek a mar fent megadott cimre belépve letdlthetk. A regisztralt felhasznalok ugyanezen
a cimen keresztiil végezhetik el a rendszer altal koordinalt aktualis feladataikat akar szerz6i
akar biraloi szerepkorben. Az 1j felhasznalok ugyanitt regisztralhatnak, felhasznaloi név és e-
mail cim megadasaval.

A feltoltott kéziratokat a szerkesztOség egy tagja, a kézirathoz rendelt felelds szerkeszto
elébiralja, elsésorban az instrukcidkban megfogalmazott formai szempontok szerint. Ha a
kézirat formailag kielégitonek bizonyul, akkor elindul a biralati folyamat, amely altalaban tobb
ciklust is képez és egészen addig tart, ameddig a biralok, ill. a felelds szerkeszt6 ezt tartalmi-
formai indokok miatt sziikségesnek tartjak. A biralati fazisokrol és az aktualis teendékrél mind
a szerzOk mind a biralok automatikus tizenetekben értesiilnek.

A Geomatikai Kozleményeket jelenlegi elnevezése szerint az MTA CSFK Geodéziai és
Geofizikai Intézete adja ki. A kiadas anyagi hatterét egyrészt a kétévente Sopronban
megrendezésre keriild Geomatika Szeminarium masrészt Kkiillonbozo palyazatok és
tudomanyos szervezetek (pl. Soproni Tudds Tarsasag) tamogatasai biztositjak.

A Geomatikai Kozlemények jelen kotetének felelds szerkesztoi:
Benedek Judit, Gribovszki Katalin, Kalmar Janos, Papp Gabor, Sziics Eszter, Ujvari Gabor,
Zavoti Jozsef.
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A 2D és 3D NEMLINEARIS HASONLOSAGI (HELMERT)

TRANSZFORMACIOK MEGOLDASANAK UJ LEVEZETESE
Zavoti Jozsef

= L

zass New treatment of the solution of 2D and 3D non-linear similarity (Helmert) transfor-
mations - The laws of nature in general, and the relationd &aws in geodesy in particular can be
expressed in most cases by non-linear equationshwdre generally solved by transforming them
to linear form and applying iteration. The procedsbringing the equations to linear form implies
neglections and approximation. In certain cases ossible to obtain exact, correct solutions for
non-linear problems. In the present work we introglparameters into the rotation matrix, and
using this we derive solutions for the 2D and 3ikirity transformations. This method involves
no iteration, and it does not require the transfation of the equations to linear form. The scale

parameter is determined by solving a polynomialatipm of second degree. This solution is al-
ready known, but our derivation is worth consid@atbecause of its simple nature

Keywords: 3D, 7-parameter datum transformation, absoluentation

A természetben, igy a geodézidban is fennall6 figggesek, toérvények tobbségiikben nemlinearis
egyenletekre vezetnek, amelyeket altaldban lindlseiz iterdcidval szokas megoldani. A
linearizalas eleve elhanyagolast, kozelitést eredme Bizonyos esetekben |8kéy nyilik arra,
hogy a nemlinearis problémakra egzakt, korrekt nofgg kapjunk. A tanulményban a forgatasi
matrix parametrizalasaval megadunk egy levezetédd &s 3D hasonldésagi transzformaciék nem-
lineéris feladatanak megoldasara. A médszer semitezativ, sem nem kdveteli meg a megfigyelé-
si egyenletek linearizalasat. A méretarany paraméétek meghatarozasara masodfoku polinom-
egyenletet adédik. Maga a megoldas ismert a szd&ioonban, ez a levezetés az egysgagével
mégis figyelmet érdemel.

Kulcsszavak: 3D, 7 paraméteres datum transzformécio, abszijikdzas

1 Bevezetés

A koordinata-rendszerek kdzotti attérés soran kikeds jelentisédi a 3D, 7 paraméteres Helmert-
féle transzformaci6 alkalmazésa, ez a legelterpdtaddszer a GPS rendszerek kdzotti atszamita-
sok elvégzésében is. A gyakorlatban kd#eiteraciés megoldasokat hasznalnak. A szamitodéppe
tamogatott algebrai rendszerek elterjedésével resdgk egzakt, analitikus megoldast adé model-
lek. Ezeknek a modelleknek gyakorlati hasznalatélkadalyozza, hogy az atszdmitashoz hasznalt
kdz6s pontok szamanak novekedésével kombinatoridutzanas |ép fel, azaz a feladat a szamitas-
technika mai allasa mellett sem oldhaté meg valélsen.

A probléma sokoldall targyaldsa a Grafarend és Kru(h995), a Grafarend és Kampman
(1996) és a Grafarend és Shan (1997) tanulmanyokiemytalalhatd, kébb Awange et al. (2004)
tanulmanya bviti a feladat megoldasi letiestégeit. Zavoti (1999) munkéja L1 normaban oldotta
meg a feladatot.

A datum transzformaciok szamitdgépes algebrai mmdkkel tortéé targyalasaban Awange és
Grafarend (2002, 2003a, 2003b, 2003c) években meegj@nulmanyai tekinthék kiindulasi alap-
nak. Magyar nyelven Zavoti (2005) tanulmanya médsskat javasolt a matematikai modellhez.
A Zavoti és Jancso (2006) tanulmany a linearizal@égmaddszert adott, a Battha és Zavoti (2009a,
2009b) cikkek pedig kiterjesztették az alkalmazésilleteket. A fotogrammetriai kidstajékozas
esetére a Zavoti és Fritsch (2011) tanulméany tagal j eredményeket. Az abszollt tajékozasi
probléma kvaternidkkal tértérmegoldasat Horn (1987) tanulméanya tartalmaztdsék &6zott.

"MTA CSFK GGl, 9400 Sopron, Csatkai u. 6-8.
E-mail: zavoti@ggki.hu



8 ZAVOTIJ

Ezen tanulméanyban olyan matematikai megoldast gcamiely kikiisz6boli a kombinatorikus rob-
banas problémajat, és az egyéb numerikus nehézsgga&llizhettk. E cikk alapjanak a Zavoti
(2012) tanulmény tekinth&t és teljes levezetését adja a 3D, 7-paramétesadjnedris hasonldsagi
transzformacio elemi eszkdzokkel torééargyalasanak.

2 A 2D hasonléséagi (Helmert) transzformacio alapfonuléi

A 4 paraméteres, 2D (Helmert) hasonlésagi transzdoié Zavoti (1999) tanulménya alapjan az

alabbi egyenlettel adhat6 meg:
X Xo % a
= AR =123.. 1
M M M (=12 @

ahol {x,y} és{X,,¥} (i=123...,n) ugyanazon pontok koordinatai a két koordinéta seec
ben, A az ismeretlen méretarany tén§iez,,Y, az ismeretlen eltolasi értékdR,a forgatasi mat-
rix. Az elforgatasa szogével aR forgatasi matrixot a kovetkéképp irhatjuk fel

cosa —-sina
R :( _ j . @
sinag cosa
Az R elforgatasi matrix éllithatd egy ferdén szimmetrik@&matrix felhasznalasaval:
R=(1,-S)"(1,+s). 3)
ahol |, kétdimenzids egységmatrix és
0-c
S= . 4
o) @
Mivel
R R
a_(1 ¢ 1+c? 1+c?
| —S 1 = = s 5
(1.-s) (_c J . (5)
1+c® 1+c?

ezért a fentiR forgatasi matrixot explicit kifejezhetjilk az alalmhddon

1 (1-c\1-c 1 (1-¢* - 2¢
R= 5 = 5 . (6)
1+c’{c 1 \c 1) 1+c| 2¢ 1-¢?
A ferdén szimmetrikus matrix segitségével a forgjatdatrix elemeinek felhasznalasaval a forgatasi
sz08g szogfiiggvényeire kapjuk

sina'—i Cosa—ﬂ tga = 2 (7
1+c?’ 1+¢?’ 1-¢?
A (7) 6sszefluggések utolso tagja miatt & +1 kikotést kell tenni.
A (1) 6sszefliggés alapjan irhatjuk:

(xinO]M(Iz_S)1(,2+S)@ (=123..0). @

Y )Y,

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



A 2D ES3D NEMLINEARIS HASONLOSAGHELMERT) TRANSZFORMACIOK. 9

Az (1,-S) matrixszal balrél szorozzuk végig a fenti egyeetiet

LA e o

3 A 2D hasonldsagi (Helmert) transzformacié méretany-tényezijének meghatarozasa

A sulyponti koordinatékra bevezetjik a kovetideieldlést

> Y,
Xs —i=1 , Ys —i=1 ,
" 2 (10)
X = ;)ﬂ Y :'Zi_yI
n' ° n

A sulypontok kielégitik az aldbbi egyenleteket

§ = +X, +cYy +Ax, -Acy, -X, -cY, =0 (1)
s, = —cX, +Y, +Acx, +Ay, +cX, -Y, =0.
Valamennyi adott pontpérra felirhatd a (9) 6sszgéisy igy egy tulhatarozott egyenletrendszerhez
jutunk:

fii= +X, +cY, +Ax, -Acy, -X;, €Y =0
f,= —cX, +Y, +Acx +Ay, +cX, -Y, =
foi= +X, +cY, +Ax, —-Acy, —-X, -cY, =0
f,= —cX, +Y, +Acx, +Ay, +cX, -Y, =0

(12)

forgi= +X, +CY, +AX, -—Acy, -—-X, -—cY.
f,i= —CX, +Y, +Acx, +Ay, +cX

n

A (11) osszefiiggéssel adott sulyponti egyenletklialas kivonasaval kikliiszébolbktaz eltolasi
paraméterek

fls = fl - S.L = /b(ls _Acyls _Xls _CYls = 0
f2$ = f2 - SZ = Acxls + /]yls + Cxls _Yls = 0
f35 = f3 - Sl = /]XZS - /]CyZS - XZs - CYZS = O
f4s = f4 - Sz = /‘CXZS + Ay25 + CXZS _YZS = O

: (13)

foris = fonqa—S = AX, -—-Acy,, -X,o —-CY =0
f2ns = f2n _% = AC)%S +/]yns +CX

ns

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



10 ZAvOoTIJ

ahol
Xe =X =X, Yo=Y =Y, X =X =X, Ve =V — Ve (i=123..n).
Valamennyi f,,_;. (i =123.., n) egyenletbl kifejezhet) ac paraméter
c=(Mx-X )/ +Y,)  (i=123...n). (14)
Ha a (14) képlettel adottparamétert behelyettesitjuk dz, (i =12 3,...,n) egyenletekbe, kapjuk
K0 +y2)= X242 (1=123..0). (15)

A (15) osszefliggés akkor és csak akkor teljesifehadll az aldbbi dsszefliggés is

i=1

P+ y2)=2(x2 +¥). (16)

A fenti egyenletektl a méretarany matematikai jelentése alapjandgzaraméterre a kovetkéez
megoldast kapjuk (csak a pozitiv gyokoét tekintjik)

17

4 A linearis- és az eltolasi paraméterek meghatarésa

A (17) képlettel megadotdl paraméter ismeretében a még hianyzparaméter a (13) dsszefliggé-
sekldl a legkisebb négyzetek mddszerének alkalmazasdsghatarozhato

ZAZ:;()QSYS - yisxis)

.Zn:[(/lxis + X+ (ys +Yis)2] |

(18)

Az X, ésY, eltolasi paraméterek a sulyponti koordinatakbo(Bzosszefligges alapjan szarmaz-

tathatok
X X 1-¢2 - 2
I R I AN (19)
Yo Y, 1+c“| 2¢ 1-¢%) Y.

5 A 3D, 7 paraméteres hasonlésagi transzformacidegformulai

A 3D, 7-paraméteres (Helmert) térbeli talhatarohatsonloségi transzformécio a koveikenate-
matikai modellel adhaté meg: a transzformacié a&détges (célYX, Y, Z) és a masodlagos (targy)
(%, y, Z)koordinata-rendszerek kozotti Euklidészi térbeatiadontok kdzoétt valdsit meg leképezést
az eltolasi, az elforgatasi és a skalaparamétgviilgyében:

X, = X, +ARX, (i=12...n), (20)

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



A 2D ES3D NEMLINEARIS HASONLOSAGHELMERT) TRANSZFORMACIOK. 11

ahol X; = [Xi Y, Z, ]T a célpontok koordinata értékei,
X, =[X4 Yo, Z,] az ismeretlen eltolasi vektor,
A az ismeretlen méretarany-téngez
R(a, B, y) a forgatasi matrix,
X, = [)g Y. Z ]T targypontok koordinata értékei.

Az R forgasi matrix a harom tengely korili elforgatdsdgdirom fliggetlen, meghatarozandé
a, [ ésy paraméterrel irhat6 le

R=R,(@)R,(B)R:(y) - (21)

Az R forgatési matrix levezetését Cardan-szogekketikdi geodézidban Awange (2002) az aldbbi
modon adta meg: (Természetesen, élférgatasi sorrend vagy ellenkezranyl tengely korili
forgatasok mas-méas eredményre vezetetnek. - Lasd fidtogrammetriaban Kraus (1996) altal
bevezetett forgatasi matrix.)

cogicoy cog3siny -sing
Rl(a)Rz(ﬂ)R3(ﬁ: sinsinfcoy—cogrsiny  sinasingsiny+cosrcoy sinacogs | . (22)
cogrsinBcoy+sinasiny cogrsingsiny—sinacoy cosrcogs

A forgasi sz6gek a forgasi matrix elem#ibz alabbi 6sszefliggéssel hatarozhaték meg:
a= arctarEﬁJ, L= —arcsir(r13), y= arcta{ﬁj , (23)
33 M1

aholr; érték azR forgatasi matrix-edik soranak ésedik oszlopanak eleme.
Az R forgatasi matrixot a5 ferdén szimmetrikus matrix bevezetésével a kowzétkaddon ir-
hatjuk fel

R=(1,-S)"(1,+S), (24)

ahol I, a haromdimenziés egységmatrix, ésSamatrixot aza, b ésc paraméterekkel az alabbi
formaban adjuk meg

0O -c b
S=lc 0 -al. (25)
-b a 0

Ha a (24) osszefiliggés alapjan a (20) egyenlete(lg—zs) matrixszal balrél szorozzuk, akkor a
kovetkesd alak adédik

1 ¢ -b|X 1 ¢ -b|X, 1 -c b|x
-¢c 1 aj|Y|=|-c 1 a|Y|tAd c 1 -a|y/|. (26)
b -a 1|2z b -a 1|2 -b a 1|z

6 A 3D, 7 paraméteres hasonlésagi transzformacidéretarany-tényesdjének meghatarozasa

Kdzismert, hogy sulyponti koordinatak bevezetéséwédl nyilik az eltolasi paraméterek eliminala-
sara. Ezen a modon teljesen (] levezetés adhaf, & paraméteres Helmert-féle transzformacio
megoldasara. A méretarany-tén§emeghatarozasa utan a feladat linearisra redukalbatmegad-
hat6 a linearis probléma kiegyefilgzamitasi modellje. Ezen a mddon téksgesen sok egyenlet-

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



12 ZAvOoTIJ

bél (k6z6s pontbdl adddo) allé egyenletrendszer igatadhatd, a normal matrix specidlis tulajdon-
sagat kihaszndlva a forgatasi paraméterek is magiziatok.
Az adott k6z6s pontok alapjan meghatarozhatok adrétszer sulypontjainak koordinatai

I D A S 3

)(S —i=1 , Ys —i=1 , ZS —i=1 ,
nn nn nn (27)
2X 2, 2.7

I YT AT

A sulypontok kielégitik az alabbi fiktiv egyenletgk
—CY,

S

= +X, +cY, -bz, +Ax, -Acy, +4Abz, -X +bZ, =0
s,’= —-¢cX, +Y, +az, +Acx, +Ay, -—-Aaz, +cX, -Y, -azZ,6 =0 - (28)

s

s;;= bX, -aY, +Z, -Abx, +Aay, +Az;, -bX, +aY, -Z, =0

S

A (26) formulat minden adott pontra felirva, a ktkez talhatarozott egyenletrendszerhez jutunk

= +X, +cY, -bZ, +Ax, -Acy, +Abzz -X; -c¢Y, +bZ, =0
= -cX, +Y, +azZ, +Acx, +Ay, -Adazg +cX; -Y, -az =0
= +bX, -aY, +Z, -Abx +Aay, +Azz -bX, +aYy, -Z, =0
= +X, +*cY, -bZ, +Ax, -Acy, +4Abz, -X, -cY, +bzZ, =0
= -cX, +Y, +az, +Acx, +JAy, -Jdaz, +cX, -Y, -az, =0 ., (29)
= +bX, -aY, +Z, -Abx, +Aay, +4Az, -bX, +aY, -Z, =0

iy

)

IS

o

P B )

o

+X, *cY, -bz, +Ax, -Acy, +Abz, -X, -cY, +bZ, =0
ma = —CX, +Y, +azZ, +Acx, +JAy, -—JAaz, +cX, -Y, -az, =0
fs, = +bX, —-aY, +Z, -Abx, +Aay, +Az, -bX, +aY, -Z, =0

fann:

A fenti egyenletekbl az s, s, és s, sulyponti egyenleteket rendre kivonva, eltavolijtlitatiz elto-
lasi paramétereket és az egyenletekben egyuttaliak a stlyponti koordinatakra

fio = fi-s = Mg Acy, tAbz - X —CY  +bZ, =0

fo = fo=s,=  Acxe  +Ay, —daz, +eX, -Y, -aZ, =

fa = fy—s,= -—-Abx, +Aay, +Az, -bX, +aY, -Z, =0

fae = f,—s = My —Acy,, +Abz,, -X,, -cY,, +bzZ,, =0

fgs = fs=s, = AcX tAy,, -—-Aaz, +cX,, -Y,, -—aZ,, =0

fo=  fo-S,=  —dbx, +day, +Az,, -bX, +aY, -Z, =0° (30)

f3n—25 = f3(1—2 - Sl = /1an - Acyns + /]bzns - an - CYnS + bzns =
f3n—1s = f3n—1 - Sz = /‘C)%s + Ayns - /‘azns + CXnS _Yns - azns =0

f3ns := f3n - s3 = _Abxns +/]ayls +AZI‘IS - ban + aYﬂS _ZHS = O
ahol
xis:xi_xs’ Yis:Yi_Ys’ Zis:Zi_Zs (|: ]’2’3""n)'
%o =X =X, Yo =V~ Ve Ze =2~ % (i=123..n).

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



A 2D ES3D NEMLINEARIS HASONLOSAGHELMERT) TRANSZFORMACIOK. 13

Az fo ., fsu (i=123...n)egyenletekbl a b paramétert, illetve aa paramétert kifejezve,
kapjuk az alabbi formuldkat

b = (_ AXiS+ACyis + xis + CYis)/(Zis + Az|s) FR—
= (/]C)gs +/1yis + CXis _Y)is /(Zis +/]Zis) ( - ]"2’3""“) . (31)
Az gy ( 123.. ) egyenletek a kovetkézmddon is felirhatok:
(/]yls |s) - (/b(ls + Xis)b = Zis _Azis (I = 1,2,3...,n) . (32)

A (31) 6sszefiiggéssel ada@ttésb paramétereket a (32) képletbe helyettesitve adadilalabbi
egyenlet

(A¥ig +Y[AYis =Y + 0% + Xi)] + (Axg + Xio)[Axg = Xig =y, +Y,)] = 22 - 4222

(i=123..n). (33)

Néhany egyszésités és 6sszevonas utan azt tapasztaljuk, hogsneeretlen paraméter kiesik, és a
A paraméterre egy ismeretlenes, masodfoku, tulhedéiregyenletrendszer alleggy

(2 +y2+22)= X2+Y2+2Z2 (i=123...n). (34)

(Megjegyezzik, hogy Awange és Grafarend (2002) ltaanyukban a méretarany-téngez egy
negyedfokl egyenletet vezettek le.) A fenti egyealedszer a kovetkézlakban is felirhatd

Y@ +y2+2)=3 (X242 +22) . (35)
i=1 i=1

Ezen tdlhatarozott egyenletrendszer megoldasa sovhméretarany-tényére - a szamunkra fizi-
kai jelentéssel biré pozitiv gyok alapjan - az blala Horn (1987) tanulmanyaban a kvaternidkkal
levezetett 6sszefliggés adadik

(36)

Tehat esetlinkben a méretarany-téyemasodfoki egyenleteilbegyértelntien meghatarozhaté —
a szakirodalombdl ismert (Awange és Grafarend (P082gyedfokd polinom gydkeinek kénysier
szétvalasztasi eljarasaval ellentétben.

7 Alinearis- és az eltolasi paraméterek meghatazdsa

A A méretarany-tényézismeretében valamennyi pontra a (30) dsszefliggsmdznalasaval az
alabbi formaban irhatjuk fel a kdzvétigyenleteket

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013
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i Xls _/b<:l.s_ —Vxl_ [ 0 /]le +Z, _(/]yls +Yls)_
Yls - /]yls ¥ - (/]ZZLS + le) 0 /]Xls + Xls
Zy /1215 Va /]yls +Ys - (/‘Xls + xls) 0
Xas = Mg Via 0 Azyg + 2, - (AyZS +st)
Y,s = AYaq Vi, Mz, +Z,,) 0 Ay + Xy a
Zos =M | Voo || Was*Yos = (s + X0 0 ol @)
X=X | |V, 0 Az +Z,.  —(y.+Y)
Yoo = AWas Vyn -(Mz +Z,) 0 Ao+ X o
| Zos =205 | | Van | | AYas+Vis —(/l)g1S + an) 0 |

A Gauss-Helmert modell alapjan keressiuk az al&ggerték feladat megoldasat
Vi 45 +vi [ - min. (38)
i=1

Néhany matrixaritmetikai azonossag alkalmazasavelrealegyenlet egyitthatématrixara a kdvet-
kezs alak vezethétle

i[(AyIS +Yis )2 + (Azis + Zis )2] - le: (/]Xis + Xis )(Ayls +Yis) - Zi: (/b(is + Xis )(Azis + Zis)
i[(/lxis + xis )2 + (Azis + Zis )2] - Z[j:(/lyls +Yis )(/‘Zis + Zis) ’ (39)
i[(AXis + Xis )2 + (Ayis +Yis )2]

A normalegyenlet egyitthatomatrixa szimmetrikussétdé moédon adddik a normalegyenlet tiszta-
tagjanak vektora

> (YeZs = 2Y)
2 iZ;(stis—xsZis) . (40)
é(xms = ¥ Xe)
A 3x3 méreti normél-egyenletrendszéilbaz a, bésc paraméterek szamos eljarassal meghatarozha-
tok, mi a szingularis érték felbontas (singularueatiecomposition, SVD) modszert javasoljuk. A

még ismeretlenX,, Y, €sZ, eltoldsi paramétereket az (20) dsszefliggés alaz@abbi egyenlet-
bél lehet meghatéarozni

Xo ] [X /1 1+a’-b*-c? 2(ab-c) 2(ac+b) [ x

_ _ a2 2 _ 2 _
Yo | =] Ys Tial+biec 2(ab+c) 1-a"+b°-c 2(2bc 2a) ) Yo |, (41)
Z, Z, 2(ac-b) 2(bc+a) l-a"-b"+c || z

ahol a sulypontok a két koordinata-rendszerbent &dat's pontok koordinataib6l szarmaznak.
A 2D és 3D hasonlésagi transzformaciok matematik@delljének alkalmazasa soran a pontossagi,
variancia és kovariancia paraméterek szamitdsgyohenyos modon torténik.

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013
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8 Osszegzés

A tanulméanyban a 2D, sikbeli hasonlésagi (Helmaehszformécio modelljét vizsgaltuk. Bar a
szakirodalomban tobbféle targyalas ismeretes, tad@m érdektelen a 3D, 7 paraméteres nemlinearis
hasonl6sagi transzforméacio levezetésével val6 eggsésszevetés.

A 3D, 7 paraméteres nemlinedris hasonlésagi trans#cid megoldasahoz az altalunk meg-
adott Uj matematikai levezetés a forgasi matrialatias paraméterezésén alapul. Ez a médszer nem
igényel iteraciét és nem szilkséges a megfigyetda@metek sorba fejtése, linearizalasa sem. Nincs
megkotés a tengelykorili forgatdsok nagysagrendy@ratkozéan sem. A matematikai modell
levezetése soran a 3D, 7 paraméteres datum tramsefi® problémajat egy masodfokd polinom-
egyenlet megoldasara vezettilk vissza, a szakirodeo ismert negyedfoki egyenlettel szemben.
A kidolgozott matematikai modell nem a szakirodab@mismert kvaternidékat, nem a Grobner-
bazist, nem a Dixon- vagy Sylvester rezultanstlalkaza, hanem elemi matematikai eszkézoket
hasznal fel.
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Fuggelék
Numerikus példa a 3D, 7 paraméteres hasonlésagi inazformacié megoldasara
A mddszer gyakorlati alkalmazasanak bemutatasahokwange és Grafarend (2002) tanulmany-

ban kozolt példat vesszik. A kdzvetlen 6sszehassntioran a pontossagi vizsgalatok arra utalnak,
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hogy a két mddszer ugyanarra az eredményre vemnefjik az altalunk bemutatott eljaras egy-
szeliségét:
1. A (36) dsszefliggéssel meghatarozhaléraéretarany-tényéz
2. A (39) és (40) formulakkal adott normalegyenletderertsl meghatarozhatok aa, bésc
paraméterek.
3. A (41) képlet megadja aX,, Y, ésZ,eltolasi paramétereket.
4. Az a, B ésyforgatasi szogek a (23) dsszefliggésekkel szamddlzt@labbiR forgatasi

matrixbol:
L 1+a’-b* -c? 2(ab-c) 2(ac+b)
=— > =—— | 2ab+c) 1-a’+b’-c? 2(bc-a) (42)
1rai+b+e 2(ac-b) 2bc+a)  1-a’-b%+c?

Amint lathaté, nem szilkséges kéedéket megadni, nem kell az egyenleteket sorhiarfiejsziik-
ségtelen iteralni, és az eljaras téteges szogelfordulasok esetén is hasznalhat6. Begtesen az
eddig ismert numerikus eljarasokkal azonos eredeiéetyszolgaltat.

A két koordinata rendszerben WAGS84és egylokalis rendszerben — adott pontok koordinatai
az 1. tabldzatban adottak. (A szamitasokat MATLAB-Irt sajat programmal végeztik).

1. tablazat. A cél- és targykoordinatak (m)

Z
o

Xi

Y,

Z

X Yi

Z

~NoO O~ WNE

4157870.237
4149691.049
4173451.354
4177796.064
4137659.549
4146940.228
4139407.506

664818.678
688865.785
690369.375
643026.700
671837.337
666982.151
702700.227

4775416.524
4779096.588
4758594.075
4761228.899
4791592.531
4784324.099
4786016.645

4157222.543 7886307
4149043.33@8368443
4172803.5110346007
4177148.37@299%4635
4137012.1908087029
4146292.72%9526887
4138759.9026700738

4774952.099
4778632.188
4758129.701
4760764.800
4791128.215
4783859.856
4785552.196

A tanulményban ismertetett algoritmussal a nemtlisei@ladat megoldaséara az aldbbi eredménye-

ket kapjuk:

2. tblazat: A numerikus szamitasok eredménye

Ismeretlen Nemlinearis moédszer
A 1.0000055825
a 0.0000024204
b -0.0000021664
c -0.0000024073
Xo 641.8804
Y, 68.6553
Z 416.3981

o

A nemlinearis médszer a Cardan szdgekre a kdvétikeekeket adja:

a =-0.998497670P ],
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GEODEZIAI DATUMTRANSZFORMACIO KVATERNIOVAL

Papp Erik’

zanS  Geodetic datum transformation by quaternionBatum transformation has been widely

used in geodesy and a number of different algostimave been known and applied. However,
many of them are based on the assumption of swiaffions, and linearization is needed in order
to derive the datum transformation parameters. his tpaper, we have used the concept of
quaternions to represent the rotation, the translatand scale parameters in the Bursa-Wolf
geodetic transformation model. The main advantafgthis algorithm is that it can be applied in
case of arbitrary size rotation, we do not nee@édirization and iteration for the computation of the
datum transformation parameters for a non-lineartsformation model.

Keywords: Datum transformation, quaternions, non-linear model

A datumtranszformécioé a geodézidban alkalmazotrolyzamitasi médszer, melynek szamos ku-
16nbdz algoritmuson alapulé valtozata ismert. A megoldégibbsége kis szégelfordulasokat felté-
telez és linearizalas sziikséges a transzformacaranpéterek meghatarozasahoz. A dolgozat
kvaternié alapu datum transzformacios analitikugoldast ismertet. Bemutatja a kvaternié szami-
tasahoz szikséges Osszefliggéseket, a kvatern@datiasat forgatas, az eltolads és méretarany
paraméterek meghatarozasat a Bursa-Wolf datum mfansmaciés modellben. Ennek az algorit-
mushak a legnagyobbdelye, hogy tetgiteges nagysagu szogelfordulasok esetében is alkhbid,
nincs sziikség linearizalasra és iteraciéra a trdmsnacios paraméterek szamitasahoz.

Kulcsszavak: Datumtranszformacio, kvaternié nem linearis modell
1 Bevezetés

A GPS-szel tortéh szabatos helymeghatarozdskor a koordinatdk WG8Bdszerben adottak,
amelyeket gyakran at kell transzformalni egy hegodéziai koordinata rendszerbe. (i#éskor
helyi rendszerbeli koordinatékat transzformalunk 883 rendszerbe. Mozg6 platform térbeli hely-
zetének meghatarozasa harom vagy tobb GPS anteondinataibdl torténik WGS84 rendszerben
vagy a platform koordinata rendszerében. Datumfansiacio esetén hét transzformaciés paramé-
tert kell kiszamitanunk, nevezetesen harom eltolésbm elforgatast és a méretarany paramétert. A
méretarany csak a koordinatak kozoétti transzfortnadi van kapcsolatban és nem a koordinata
rendszerek kozotti transzforméciodval, lasd Vanieelal. (2002) ezértk egy alternativ megoldast
javasoltak, méretardny paraméter nélkil, amelyetsmalkalmazunk az itt bemutatott kvaternié
algebra felhasznéalasan alapuld datumtranszformazidh forgatasi paramétereket altalaban harom
forgasszoggel szokds megadni. A forgatasi matrixkienc ismeretlen szerepel, amelyekre hat
ortogonalitasi és normalizalasi feltétel teljesdil.

Szamos kulféldi és hazai publikacié foglakozik adéziai datumtranszformacioval, mint pél-
daul Welsch (1993), Grafarend et al. (1995), Vanimed Steeves (1996), Yung (1999), Papp at al.
(1997, 2002, 2005) és linearizdlas szilkséges azfiamacios paraméterek meghatarozdséhoz
azért, hogy egyszésitsiik a modellt. Grafarend és Awange (2003) Galas®bi kombinatorikai és
procrustes algoritmust javasolt 3D datumtranszfaidsfeladat megoldasahoz, ez az algoritmus
linearizacié mentes.

Hamilton (1853) felfedezte a kvaterniokat egy 3Dxtee abrazolaséra. A kvaternié nagyon al-
kalmas a forgatds egységsugari gombon tdheinasara. Ezért széles kdrben alkalmazzédk mozgé
objektum helyzetének leirasara, mint példéilajo, replibgép vagy gépjarih tovabba a robotok
irdnyitasaban, az animacioban, fizikaban és mekaban.

Ebben a dolgozatban megvizsgaljuk a datumtransZoidimegoldasat a kvaternidalgebra jeld-
Iésével illetve alkalmazéséaval, és bemutatjuk adonéd alapt datumtranszformacios algoritmust.

"SzIE Ybl Miklés Epitéstudomanyi Kar, 1146 Budapesbkoly Gt.74.
E-mail: papp.erik@ybl.szie.hu
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2 A kvaterniéalgebrarol réviden

A Q kvaternié komplex szamként a kovetkkeppen definiadlhatd
Q=0¢,+0qi+0,j+gk=0q,+q, 1)

ahol i2=j?=k?*=-1,ij=-ji =k, jk=-kj=i, ki=-ik =,
€s a képzetes réiq =qi+0g,j+ q3k) egy 3D vektort jelol.
A megfeleb konjugalt kvaternié az alabbiak szerint jeldthet

Q*:qo_qli_qzj_qsk:qo_q- (2
A Q kvaternié oszlopvektor formaban is kifejezhat (1,i, j, k) egységvektorok felhasznalasaval
3

ahol = (ql,qz,qs)T egy 3D vektort, €3 a transzponalast jeldli. Egy 3Dvektor mindig megadha-
t6 kvaterniokkal a kovetkék szerint:

p=0+pi+p,j+pk=0+p. 4)

T
’

Q=(¢.9.6.6) =(a.q)

A kvaternié hossza:

Q= ya,” +a.” +a,” + a5’ . 5)

Ha Q| =1, akkor aQ kvaterniot egység kvaternionak nevezziik.
A Q kvaterni6 definici6janak megfetedn kdnnyen igazolhatok az alabbi tulajdonsagok:

AP+Q)=AP+AQ, (6)

PQ= pyGy + Pod + 0y P~ PLY+ pxq, (7)
c(P+Q)=cP+CQ, (8)
CPQ=(cPRR=Cc(PQ), 9)
(PQf=Q"P", (10)
QQ"=[q]. (11)

Q" :% , 12)

ahol A egy valds szanG , P ésQ kvaterniok, aQ™ aQ kvaternié inverzét jeldli, aés x a skala-

ris és a vektorialis szorzat jele. Vektorok skald&s vektorialis szorzata a kovetéle@ppen defini-
alhaté

p=p'a, pxq=C(pyq. (13)

A kvaterni6 szorzaC = PQ (7) egyenlet oszlopvektor és matrix szorzatak&ejdzhet
— Nl T
Al S
c] lp ml+c(p)lla ] [a ol -Cla)|lp
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0-p; P 0 -0, g 100
ahol C(p): p, 0 —-p |, C(q): g 0 —-q|, =010
-p.p O -4, g O 001

Bevezetve a kdvetkézmatrix jeldléseket:

> {EO poI ETC(p)} -9 :BO qglqi C(q)MEO} )

ahol a + és — fetsndex aC(.) matrix ebjelét jeldli, és behelyettesitve a (15) egyenletetl4)
egyenletbe, eredménylil a szorzat kvaternid veldonétrix formajat kapjuk

C=P'Q=QP. (16)
Egyszetien bizonyithatd, hogy a konjugalt kvaterni6 a k&eat tulajdonsagokkal rendelkezik
Py =C). PT=(]. a”
Jol ismert modszer egy 3bvektors vektorba tortéé forgatdséra kvaterniéval a kdvetkez
S=QPQ’, (18)
ahol ap éss vektorokbdl képzett kvaterniokRésS, Q pedig egység kvaternié, amely az aldbbiak
szerint definialhato

Q=cos§+en sing, (29)

ahole, =gi+e,j+ek, ése’ +€ +€ =1, amely egy 3D egység vektd a forgasszo@z e, egy-
ségvektor kordl, és ag, [&, =-1.
Osszehasonlitva a (19) egyenletet az (1) egyehletitvanvalo, hogy

—cosg = sing =e sing = sing
% 2’qle.l. 2!Q2 2 quses 5
A (16) és (17) egyenletek alapjan a (18) egyernifejdzhet) vektor-méatrix forméaban
S=Q*P*Q". (20)

3 Datumtranszforméacioés modell kvaterniéval

Legtdbb datumtranszformaciés modell hétparamétaras)yek két kilonbdzgeodéziai datumhoz
tartoz6 kozos pontok felhasznéldsaval keriinekékigisra. A jol ismert Bursa—Wolf hasonldsagi
transzformaciés modell, amelyet klasszikus modk|inetparaméteres modelinek, vagy térbeli
Helmert modellnek is neveznek, a kbveikeszerint irhato fel:

s =t+kRp, (21)

ahols, pi (i=1,...,n) a két kulonbdzrendszerben adott k6zds pontok 3D koordinatéi(t .t,t, )"

jeléli a harom eltolas paramétekta méretarany tényéqebben a hétparaméteres modellben) és a
3x3-asR forgatasi matrix harom forgatasi paramétert texéal. Nyilvanvalo, hogy hét paraméter
meghatarozasahoz a k6z0s pontok szam&nak (i=1,...,n), nagyobbnak vagy egyénkk kell
lennie, mint harom.
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Hatarozzuk meg a sulypontra vonatkaz§ , 4p, koordinatakat
48 =s-5 , Ap=p P, (22)
ahol s= %Zi”:lg ,p= %Z;‘zl p, . Behelyettesitve a (22) egyenletet a (21) egykealatkovetkei
kapjuk
4ds =& +KRAp, , (23)
és
At =t +kRp-5. (24)
A (23) egyenlet altalaban talhatarozott. Jeldljaaradékvektory,
V, =48 — At —kRAp, . (25)
Ezek utan a transzformaciés paraméterek a kovétptimalizalasi feladat megoldasaval hataroz-

haték meg

min £V =min| 17 41+ 345 ~kR1R) (45 ~kRR)| 20

kA4t ka4t

Mivel a (26) egyenlet jobb oldalan wvit elss tag fliggetlen a masodiktdl, ezditt= 0, vagy ami
ezzel egyerd

t=5-kRp. (27)
Ebb3l kdvetkeden csak egy rész-optimalizalasi feladatot kell niégaunk, nevezetesen
min{z (4s - kR4, )" (45 - KR4p )} : (28)
ka4t | i=1
Mivel R ortogonalis matrix, a (28) egyenlet a kdvetkatakban is felirhaté
min{iz@ds -2k 45 R, + kzidp?zlpi} : (29)
ka4t [ i=1 i=1 i=1

A (29) egyenletk szerinti parcidlis differencialnanyadoséat véve hadrozhatjuk a méretarany
paramétert, amelyre az alabbi 6sszefliggést kapjuk

k=Y 45 Rap, /> Ap! 4p,. (30)
i=1 i=1
Behelyettesitve a (30) egyenletet a (29) egyenleth@vetke# problémahoz jutunk
n n 2 n
mén{éAaTAs-@AsT RAAij gdpfdpi} : (31)

Az egyetlen paraméter, amelyre meg kell oldanu(&la egyenletet aR forgatasi matrix, tovabba
a (31) egyenletben szeréphinimumkeresési feladat igy egyenétiék(31) egyenlet masodik tagja
maximumanak a meghatarozaséaval, nevezetesen

max[i 4s' R4, } - (32)

R i=1
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Bevezetve aR forgatési matrixot képvis€lQ, S ésP; vektor-kvaternidkat, a (32) egyenlet megad-
hat6 kvaterniékkal

max[g S.TQ*R*QD} , (39)

Q
ahol s =045, P=04p") esQ=(aq"] -

A (33) egyenletben szercéplzn: S'Q"P*Q"kifejezés atrendezheta (17) egyenlet alapjan (Shan
i=1

2006, 235. old.). A részletes levezetés nélkiihaekid, szamitasra alkalmas dsszefiiggést kapjuk
> S'QR'Q"=Q'NQ, (34)
i=1

aholN egy 4 x4 -es matrix

n{m nlz} [ 45 4p, A5'C(4p) (35)

N =) = -
axa T My Ny -C(45)4p  4s4p” +C(45)C(4p)
Kovetkezésképpen a (33) egyenletben szénmmaiximumkeresési feladat az alabbiak szerint irhaté

méax[QT NQ] : (36)

i=1

Mas szavakkal, a (32) egyenletben szérepbximumkeresési feladat egyenétitekQ kvaternid
meghatéarozasaval, a (36) egyenlet maximumkeresiésidtaval.

Mivel N egy valodi szimmetrikus matrix, amely négy valysajatértéket, és négy ezekhez tar-
toz6 megfeldl valdse sajatvektort tartalmaz

Ne = A€, (i :1,...,n), (37)

ezért a (36) egyenletben szefeplaximum meghatarozasi feladat azonodlanatrix sajatvektora-
hoz tartoz6 maximalis sajatértékének a meghatadwabs

Q=g , és A, :miax{/li}. (38)

A (20) egyenlet a kbvetkéképpen alakithaté at

s=g'ro’=q' (@) P=aler=t Olp=|t ° P. (39)
0 Rl |0 (&-a"a) +2lud +a,cla))]
Az R 3x 3-as forgatasi matrix
R= (2 -q"a)l +2{aq" +q,C(a). (40)

ahol ag egy 3D vektort jeldll egy 3x 3-as egységmatrix, Id. a (14) egyenletet.
Ezek utan a forgasszdgek, Rorgatasi matrix elemedth szamithatok

fa hy N3 . ;
R=|r, 6, hLsl|, oy :arctg(ﬁJ , Py =arc sin(— rlz), y, = arctg[ﬁ}, (41)
33 11
r31 EZ r33

ahola, g ésy azX, Y ésZ tengelyek korili forgasszogeket jelolik.
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A kvaternidalgebra alkalmazésan alapulé datumtfansécios algoritmus végezetil az alabbiak
szerint foglalhat6 6ssze:

1. A sulypontra vonatkozdis, , 4p, koordinatak szamitasa: (22) egyenlet

2. Az N matrix szamitasa: (35) egyenlet

3. Az N matrix maximalis sajatértékeinek szamitasa; a &wrioz6 sajatvektorahoz lesz a

keresetQ kvaternié

4. Az R forgatasi matrix szamitasa: (40) egyenlet

5. kméretarany paraméter szamitasa: (30) egyenlet

6. teltolas paraméter szamitdsa: (27) egyenlet

4 TH program

A Térbeli Helmert transzformacié megoldasara az alabbiakbaerietett) nyelvi programot ké-
szitettuk (2. melléklet). A program fajlbdl tortebetdltése utdn &zor transzformacids paraméte-
reket hatarozunk meg a p” bevitele utan megjélistabol.

4.1 Ismert transzformaciés paraméterek

Ismert transzforméciés paraméterek esetén a progaarg, ,E, E, eltolas értékeket, aQ
kvaternioq,, ;. 0,, 0; elemeinek értékeit éskeméretaranyt keri.

4.2 Ismeretlen transzformacios paraméterek

Ismeretlen transzformacios paraméterek eseténndkeéti rendszerben adott, forras- és célkoordina-
takat tartalmazé FKJ és CKJ ko6z0s pontok koordin&éalmazoé fajlok betdltése utdn a program
kiszamitja a transzforméciés paramétereketEaZ, |E, eltolas értékeket, az,5,y elforgatasokat
fok-perc-masodpercben kanméretaranyt, & kvaternié q,,0,,9,, g; elemeit.

Ezek utan a maradék ellentmondasok szamitasa lgriktkd program a kdzos pontok alapjan
meghatarozott transzformacios paraméterek felhtzal, a forras-rendszerbeli kozos pontokat a
célrendszerbe transzformalja. A célrendszerbent @&dotranszformalt koordinatak kilonbségeként
szamitja aze,,e e, maradek ellentmondasok harom Osszgtey tovabba ezek felhasznalasaval

térbeli Pitagorasz-tétellel azmaradék ellentmondas vektort, amely a transzfdrp@it és az ere-
deti ponthely térbeli tavolsaga. A két rendszessitkedésének jellemzésére a program kiszamitja az

mp sulyegység kézéphibajat az
/ﬂ§+§+§j
= v 2 42
o 3n-7 (42)

Osszefliggés alapjan, atmohd mindkét rendszerben adott kozés pontok szandit je
4.3 Térbeli Helmert transzforméacio

Az atszamitand6 pontokat tartalmazé KJ koordingtagék-fajl beolvasasa utan a program a forras
rendszerben adott pontok ¥ 3 koordinatait az X Y Z célrendszerbe transzformalja. A transzfor-
macio lépései az 1. 4bran lathat6 folyamatabraasbiztoak.

Abbdl a célbdl, hogy bemutassuk a (36), (40), @9)27) dsszefliggések érvényességét, meg-
ismételtik Grafarend és Avange (2003), valamintnStmtarsai (2006) szamitasait. Az eredmények
teljes egyezést mutatnak gy a transzformaciésnpeteaek, mind pedig a transzformalt koordina-
tak és maradék ellentmondéasok tekintetében (1.6idel).

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



GEODEZIAI DATUMTRANSZFORMACIO KVATERNIOVAL 23

1. abra. Térbeli Helmert transzforméacio folyamatabraja

i 4
| Térbeli HELMERT transzformac |
r‘ Transzformacios paraméterek: 1. Ismertek 2. iemertek }j
1. | Toltse be az FKJ és CKJ Forras és Cél Koordingpgzabet |
irja be az Ex eltolas értékét
irja be az Ey eltolas értékét
irja be az Ez eltolas értékét load FKJ.run
irja be a Q kvaternié g0 értékét IgZd CKJ. rLEJ
irja be a Q kvaternié q1 értékét )
irja be a Q kvaternié g1 értékét
irja be a Q kvaternié g1 értékét
irja be az mm méretarany értékét Térbeli HELMERT transzformacio
K6z6s pontok
KOORDINATA JEGYZEK
A 4 PSZ Forras rendszer [x y-2[TRANSZFORMACIO—-Cél rendszer [X Y Z]
Térbeli HELMERT transzformacio Transzforméciés paraméterek
Transzformaciés paraméterek ) . . .
, . ) . Eltolas Elforgatas Méretarany
Eltolas Elforgatas Méretarany tx o m
tx o m
ty i
ty B tz v
tz ¥ B .
Q kvaternié MARADEK ELLENTMONDASOK
q0 PSZ ex ey ez e
q; Sulyegység kozéphibaja mo=
q
q3 Q kvaternio
q0
ql
q2
q3
load KJ.rui «
PSZ Forras rendszer [x y-2]TRANSZFORMACIO—Cél rendszer [X Y Z]
KOORDINATA JEGYZEK

Elvégeztik az OGPSH 24, 43 és 1151 pontjanak fefidddsaval a transzformaciés paraméterek
meghatarozasat, lleméréqWGS84 XYZ—-IUGG67 XYZ) éskitizés(IUGG67 XYZ — WGS84
XYZ) feladatok esetén (3. melléklet).

5 Osszefoglalas

A datumtranszformacio széles koérben alkalmazog@§ziaban és a kartografiaban. Szamos algo-
ritmus haszndlata javasolt. Az algoritmusok tdbbsagonban kicsiny forgasszégek feltételezésén
alapszik, tovabba linearizdlas sziikséges a tramsafids paraméterek széleskdgyakorlati fel-
hasznélas céljara tori®meghatarozasahoz.

Ez a dolgozat kvaternidalgebra alkalmazasan alagatamtranszformacios analitikus megol-
dast mutatott be a paraméterek meghatarozasarak Exm algoritmusnak a legnagyoblérsle,
hogy nincs sziikség linearizalasra és iteracidrarstformacios paraméterek szamitadsahoz egy nem
linearis transzformaciés modellben. A moédszer téeges nagysagu szogelfordulasok esetében
alkalmazhat6. Az algoritmus alkalmazhatésagat sgéaap mutattuk be.

Azonban meg kell jegyezzik, hogy analitikus megskadé bizonyos egyszisitéseket kellett
alkalmazzunk a pontok hibainak fliggetlenségére tkmaaéan. Ezek nélkiil nem lehetséges az anali-
tikus megoldéas. Ez & thatrany ezeknél az algoritmusokndl. Mindazon&taiédszer elfogadhat6
eredményt adott.
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1. Melléklet

Térbeli HELME

RT transzformacié

Ko6z6 spontok
PSZ Forras rendszer [x y z] -> TRANS ZFORMACIO -> Cél rendszer [X Y Z]
KOORDINAT A JEGYZEK
Solitude 4157222.543 664789.307 4774952.099 4157870.237 664818.678 4775416.524
Bouch Zeil  4149043.336 688836.443 4778632.188 4149691.049 688865.785 4779096.588

Hohenneuffen 4172803.511 690340.078 4758129.701
Kuehlenberg  4177148.376 642997.635 4760764.800
Ex Mergelaec 4137012.190 671808.029 4791128.215
Ex Hof Asperg 4146292.729 666952.887 4783859.856
Ex Kaisersbach 4138759.902 702670.738 4785552.196

4173451.354 690369.375 4758594.075
4177796.064 643026.700 4761228.899
4137659.549 671837.337 4791592.531
4146940.228 666982.151 4784324.099
4139407.506 702700.227 4786016.645

n=7koéz ds pont
Transzforméacioés p araméterek
Eltolas Elforgatas Méretarany
641.88042527250946 0 0 _0.99849767 0887 1.0000055825198522
68.65534545248374 0 0 0.89369576 4524
416.39818477910012 0 0O 0.99308772 9872

MARADEK ELL

PSz ex ey
Solitude 94 135
Bouch Zeil 59 _50
Hohenneuffen _40 _88
Kuehlenberg 20 22
Ex Mergelaec _92 14
Ex Hof Asperg _12 7
Ex Kaisersbach _29 4

ENTMONDASOK [mm]

ez e
140 216
14 78
8 97
87 92
5 93
55 56
2 30

Sulyegység kdzéphibaja

- m0 = 0.077233660859330686

Q kvaternio

q0 = _0.99999999999183
ql = _0.00000242043187
g2 = 0.00000216637384
q3 = 0.00000240731783

PSz Forras rendszer [x y z] -> TRANS

ZFORMACIO -> Cél rendszer [X Y Z]
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KOORDINAT

Solitude ~ 4157222.543 664789.307 4774952.099
Bouch Zeil ~ 4149043.336 688836.443 4778632.188
Hohenneuffen  4172803.511 690340.078 4758129.701
Kuehlenberg  4177148.376 642997.635 4760764.800
Ex Mergelaec  4137012.190 671808.029 4791128.215
Ex Hof Asperg 4146292.729 666952.887 4783859.856
Ex Kaisersbach 4138759.902 702670.738 4785552.196

A JEGYZEK

4157870.143 664818.543 4775416.384
4149690.990 688865.835 4779096.574
4173451.394 690369.463 4758594.083
4177796.044 643026.722 4761228.986
4137659.641 671837.323 4791592.536
4146940.240 666982.144 4784324.154
4139407.535 702700.223 4786016.643

2. Melléklet: TH program lista

NB.
NB. Térbeli HELMERT transzformaci6 kvaternié val J nyelven (J602a)
NB. Bursa-Wolf hasonl6sagi transzf Ormacio
NB. Fajlbol tortén & atszamitas
NB. Ismert transzforméaciés paraméter ek: p”
NB. Transzforméaciés paraméterek kozos pontok alapjan: FKJ tp CKJ
NB. Uj pontok transzformalasa : T HKJ
NB.
pps=:91:11  NB. set print precision
pps 20
vonal=: 0:0

mp=: +/.* NB. Matrix product

dmstor=
rtodms=

1r180p1*1r604.]." 1y’
4j0 4j0 17j12":,"2 S*0 60 60#:3600*

display =: (11:2) & 2
3:0
display Térbel

display Trans

display"
display'Transzforméciés paraméterek: 1 Ismertek 2 N
W=:"wlw=: (11:1)1

if. W=1 do.

display'irja be az Ex eltolas értékét:'

tx=: (11:1)1

display'irja be az Ey eltolas értékét:'

ty=: (11:1)1

display'irja be az Ez eltolas értékét:'

tz=: (1:1)1

display'irja be a Q kvaternié qO értékét:'

q0=: (1:1)1

display'irja be a Q kvaternié q1 értékét:'
ql=:(1:1)1

display'irja be a Q kvaternié g2 értékét:'

q2=: (1:1)1

display'irja be a Q kvaternié q3 értékét:'

q3=: (1:1)1

display'irja be az m méretarany értékét:'

k=: (1:1)1

" K[t=:3 1$tx,ty, tz[tx=2".tx[ty=2".ty[tz=:".tz[q

3$1 0 0 0[Cq=:3 3%$0,(-93),92,93,0,(-q1),(-q2),
R=:R1+R2[R2=:2*(q mp |:q) +(3 3$, q0) * Cq[R1=: |
Ez=: rtodms _3 0. 1{r % O{r[Ey=: rtodms _1 o. -2{r[
E=:Ex,Ey, Ez

Térbeli
Transzforméacios p
Eltolas Elforg

:d,e,:f[d=:21j16": k[e=:",(":U )[f=:",(":U )[U
c24=:,.(30j14"1),.(":E),.c6

UQ=:('Q kvaterni¢'),('q0 =',18j14":.q0),('ql =',18
vonal,c16,c22,c23,c24,vonal,uUQ,vonal

elseif. W=2 do.'Téltse be az FKJ és CKJ Forras és C
)

tp=:4:0 NB. Transzforméciés paraméterek szami
BS=:(".BKJ)-"1 RB=:(+/%#)".BKJ=:>15}."1&.>,.CKJ[AS
i=:0[n=:0{$AKJ[N=:0
while. i<n do.

Cds=:3 3%0,(-zs),ys,zs,0,(-xs),(-ys),xs,0[xs=:0{

Cdp=:3 3$0,(-zp).yp,zp.0,(-xp),(-yp),xp,0[xp=:0{

n11=:(]:ds) mp dp[n12=:(|:-ds) mp Cdp

n21=:-Cds mp dp[n22=:(ds mp |:dp) + (Cds mp Cdp)

1r180p1%-~|y[s=.*y"

i HELMERT transzformacio'
zformécios paraméterek’

1 Ismertek'
2 Nem ismertek'

em ismertek'

=:3 1$q1,92,93[q0=:".q0[q1=:".q1[q2=:".q2[q3=:".q3
q1,0 NB. R forgatasi matrix
*33%$,(90"2) -(l:g)y mpq
Ex=: rtodms _3 o. 5{r % 8{r[r=:,R
NB. forgatasok
HELMERT transzformacié'
araméterek’
atas Méretarany"

14"q1),(q2 = ',18j14":q2),:(q3 = ', 18j14":q3)

él Koordinata Jegyzéket',vonal end.

tasa kozos pontok alapjan
=(".AKJ)-"1 RA=:(+/%#)". AKJ=:>15}."1&.>,.FKJ

ds[ys=:1{ds[zs=:2{ds[ds=:,.i
dplyp=:1{dp[zp=:2{dp[dp=,.i
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N=:N+(n11,.n12),(n21,.n22) NB. N matrix
=i+l

end.

maxse=:>. /se[se—' se[se=:>1{sesv[sesv=:,.geev N
>0(sesv[ma><se|—.se| maxse

331 00 O[Cq :3 3%0,(- q3) 72,93, O ( ql),(- q2)
1+R2[R2=:2*(q mp |:q) +(3 3%, q0) * Cq[R1=: |
j=:0[n=:0{$AKJ[A=:0[B=:0

while. j<n do.

dp=:,.j{BS[ds=:,.j{AS
B=:B+(|:dp) mp dp[A=:A+(|:ds) mp R mp dp
=+l

end.

k=:A%B

NB. Q kvaternié

1,0 NB. R forgatasi matrix
*33%,(q0%2) (k) mp g

NB. k méretarany

t=:3 1$1{"1[e=: RA- (3 3$,k)*R mp RB NB. t eltolas
Ez=: rtodms _3 0. 1{r % O{r[Ey=: rtodms _1 o. -2{r[ Ex=: rtodms _3 o. 5{r % 8{r[r=:,R
E=:Ex,Ey,.Ez NB. forgatasok
m=:3 3$,k,0,0,0,k,0,0,0,k[i=:0[n=:0{$AKJI[TKJI=:0 3$0 [P=:>,.15{. "1&.>,.FKJ
while. i<n do.
TKJ =TKJ,RA + m mp R mp bs[bs=:i{ BS
=i+l
end.
Tav=:+/&*/ NB. térbeli Pitagérasz
T=:1e3*Tav"1 me[me=:(".AKJ) - TKJ NB.em aradék ellentmondasok

%:(+/*:T%1e3) % (3*n)-7

Térbeli

Forrés rendszer [x y z] ->
KOO

n=

Transzforma
Eltolas Elforg
\e,:f[d=:21j16": k[e=:",(":U )[f=:",(":U )[U
30j14"t),.(":E),.c6
MARAD

PSzZ
:PO),.(16j0" 1e3*me) .(16j0™:,.T)

Sulyegység kozép
UQ=:('Q kvaternid'),('q0 = ",18j14":q0),(ql = ',18
vonal,c16,c17,c18,vonal,c20,c19,c21,vonal,c22,c23,c
)

TH=:3:0 NB. Térbeli HELMERT transzformaci6: U
i=:0[n=:0{$KJ[KJIT=:0 3$0[P=:>,15{."1&.> KI[AKI=:>,1
m=:3 3$,k,0,0,0,k,0,0,0,k
while. i<n do.

KJT—.KJT (,;t) + m mp R mp kj[kj=:i{(".AKJ)

.>,15}."1&.>,.KJ[KJI2=:12j3":KIT
Forras rendszer [x y z] ->

KOO
:PO),.(":KJ1),.(":KJ2)
vonal,c13,vonal,c14,c15,vonal

)

NB. mo sulyegység kdzéphibaja
HELMERT transzformacio'
Kozos pontok'
TRANSZFORMACIO -> Cél rendszer [X Y Z]'
RDINATA JEGYZEK'
{"1&.>,FKJ

',(":n), kbzos pont'
ciés paraméterek’
atas Méretarany'

EK ELLENTMONDASOK [mm]'
ey ez e'
hibaja: m0 =",":m0
j14":q1),('q2 =",18j14":q2),:('q3 = ',18j14":q3)
24,vonal,c27,c28,c29,vonal,c25,vonal,UQ,vonal

j pontok transzforméalasa
5}1."1&.>,.KJ

TRANSZFORMAQIO -> Cél rendszer [X Y Z]'
RDINATA JEGYZEK'

3. Melléklet: Transzformaciés paraméterek az OGPSHhal6zatban

24 OGPSH pont

Bemérés

Transzforméciés p
Eltolas Elforgatas
47.74933348270133 0 0 0.30612380
_69.28041060944088 0 0 _0.06593101
_10.99728770926595 0 0 0.47062319

Sulyegység kdzéphibaja: m0 = 0.3
Kittizés
Transzforméciés p
Eltolas Elforgatas
_47.74934213329107 0 0 _0.30612395

69.28015322983265 0 0 0.06593031
10.99740835465491 0 0 _0.47062329

Sulyegység kozéphibaja: m0 = 0.32
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araméterek
Méretarany
8591 1.0000021579325942
5976
3073

241854318337738

araméterek
Méretarany
9022 0.9999978420598722
7510
0923

418473228911937
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2. &bra. 24 pont az OGPSH-hél6zatban

43 OGPSH pont

Bemérés
Transzforméac i6s paraméterek
Eltolas Elforgatas Méretarany
47.09499303298071 0 0 0.26303237 3949 1.0000020978530781
_67.88777859602124 0 0 _0.09698424 6011
_10.49329041223973 0 0 0.48820759 8695
Sulyegység kozéphibaja: m0 = 0.37292629217956724
Kittizés
Transzforméacios p araméterek
Eltolas Elforgatas Méretarany
_47.09499386139214 0 0 _0.26303260 3500 0.9999979021351638
67.88753455318511 0 0 0.09698362 3440
10.49340822361410 0 0 _0.48820772 2370
Stilyegység kozéphibaja: mo = 0.37292550982340555
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3. abra. 43 pont az OGPSH-hal6zatban
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1151 OGPSH pont

Bemérés
Transzformécios p
Eltolas Elforgatas
53.41677557630464 0 0 0.14268796
_64.83033404103480 0 0 0.17614728
_16.46120938099921 0 0 0.50009929

Sulyegység kdzéphibaja: m0
Kittizés

Transzformécioés p
Eltolas Elforgatas
_53.41677066683769 0 0O _0.14268753
64.83007442043163 0 0 _0.17614762
16.46131043229252 0 0 _0.50009917

PAPPE

araméterek
Méretarany
5708 1.0000020425996370
2232
5632

=0.25089784540964433

araméterek
Méretarany
8630 0.9999979573950342
8185
3778

Sulyegység kozéphibaja: m0 = 0.25089733292912053
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4. dbra. 1151 pont az OGPSH-hal6zatban
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GLONASS-MUHOLDAK PALYASZAMITASA

Takacs Bencé

zams  Orbit computation of GLONASS satellitesNow the GLONASS satellite system constella-

tion has been almost fully completed. Instrumeateiving the signals of both systems has been
widely applied in geodesy. Combined GPS/GLONASBgusg is significantly more efficient and
robust even in less favourable environments. InHbagarian literature, however, little work has
been published on the special aspects of GLONAS&nsyIn order to fill this gap, this paper pre-
sents the algorithm of GLONASS broadcast orbit adatipn. The calculated satellite positions are
tested by their correspondence with real measurésnen

Keywords: GLONASS, orbit computation, broadcast ephemerimamical integration

o E———
Jelenleg a GLONASS¢imoldrendszer csaknem teljesen kiépiilt. A GPS- &NAISS-rendszerek
jeleit egyarant alkalmazé vék mara széles korben elterjedtek a geodéziabaritsBggkkel lénye-
gesen hatékonyabban és meghizhatobban végezlwmh pontos relativ helymeghatarozas, még a
korabbi fogalmaink szerint GPS-mérésre kevésbdraliakornyezetben is. Ennek ellenére a hazai
szakirodalom alig foglalkozik a GLONASSGhuldrendszer sajatossagaival. Ezen a hidnyossagon
részben enyhitiink jelen cikklinkkel, amelyben bejukitehogyan kell a #hold-koordinatakat
fedélzeti palyaadatok alapjan kiszamitani. A szatinib’hold-koordinatak helyességét ailmoldak-
ra végzett mérésekkel valé 6sszhangjuk alapjampitjok.

Kulcsszavak: GLONASS, péalyaszamitas, fedélzeti palyaadatok, mikoe integralas
1 Bevezetés

Bizonyos feladatok (pl. étejelzés) esetén a pillanatnyiiiholdkoordinatdk az almanach adatok
alapjan szamithatok, az adatok és a szamitds nsadjee teljes mértékben megegyezik a GPS-
mitholdak esetén végzett szamitasokkal, igy ezzetdeksel jelen cikkiinkben nem foglalkozunk.
A geodézidban és a navigdcibban szokdsos helyndeghasi feladatok esetén a
miiholdkoordinatakat a fedélzeti palyaadatokbdl szakitMind a sugarzott adatokban, mind pedig
a szamitdsokban jelést kilénbségek vannak az amerikai GPS és az oros@NAISS-
mitholdrendszer k6z6tt.
A GLONASS-miholdak palyaszamitasahoz hasznélt modellek ésitgmok leirdsa szadmos he-
lyen megtalalhaté a szakirodalomban. A kiloribézkkek és tanulmanyok mindegyike a
GLONASS-nitholdrendszerben sugarzott adatok leir6 dokumenturi@Eionass Interface Control
Documenk hivatkozik, ennek jelenleg az 5.1 verzidja (2088¢gfrissebb, amely elérléed vilagha-
I6n (facility.unavco.org/data/docs/ICD_GLONASS_52008) en.pdf, 2013-02-14).

2 GLONASS-miholdak fedélzeti palyaadatai

A GPS-ntiholdak sugarozzak a palyajuk Kepler-féle 6 palyaéle valamint a palyaadatok korrek-
ci6jdhoz szukséges paraméterkészletet. A sugadatok leirasa, és aihmldkoordinatak szamita-
si képletei megtalalhatéak az Adam et al. (2004)liacidban. A sugéarzott adatokat aifmoldak
két 6ranként frissitik.

A GLONASS-niitholdak ezzel szemben diszkrébpantokban megadjak egy a Féldhoz kotott
és a Folddel egyitt forgd térbeli derékskdégordinata-rendszerben értelmezslanatnyi pozicié-
jukat, sebességikeatalamint az G.nluniszolaris gyorsulasokdil. abra). Ez utébbiak Iényegében a
perturbalé efkbdl szarmazéd hatdsokat fejezik ki. Az adatok a refeiee idbpont ebtti és utani
15-15 percben hasznalhatdk fel, &holdak 30 percenként frissitik azokat.

"BME Altalanos- és Feligeodézia Tanszék, 1111 Budapestedyetem rkp.3.
E-mail: bence@agt.bme.hu
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mihokioordingtal [kmi sebesadgel (ks TUnisZoEs grorsilasoik fmded] egydh adatol
1. &bra. GLONASS fedélzeti palyaadatok vl fliggetlen, .n. RINEX formatumban

Erdekességképpen megemlitjiik, hogy a tudomanyawsyiigiéldolgozashoz hasznaltiimoldpalya-
kat (természetesen a GPSimldakét is) a kulonbdzfeldolgozé kdzpontok diszkrétdgontokban
ismert poziciok alapjan adjak meg, ezek alapjarplét-féle palyaclemek szamithatok.

3 Miiholdkoordinatak szAmitdsa numerikus integralassal

Szamitasainkhoz ismerni kell a pillanatnyi koordiha sebességek és a gyorsulasok kozotti dssze-
flggést, mely a Fold nehézségbterének gombfluggvény alakban kifejezett potenciffiénye és
a Fold kordl kering mitholdak gyorsulasai kozétti 6sszefliggéisiezethet le, figyelembe véve a
perturbaciés hatasokat is. A GLONASSHmIdak jelents tavolsaga (~20 000 km) miatt a Fold
graviticios efteréldl elegend a masodik zondlis tagot figyelembe venni, valamsisiben a tavol-
sagban hasonl6 nagysagréradNap és a Hold perturbacios hatasa. A tdbbi gettids hatas els
kozelitésben elhanyagolhatd. A levezetés tébb helyenegtalalhaté a szakirodalomban, pl. Ste-
wart és Tsakiri (1998) munkajaban.

A levezetést most itt nem kozoljik, csupan a gykioalkalmazasok szempontjabol fontos
Foldhoz rogzitett, félddel egyiitt forgé koordinagamdszerben ismert végosszefiiggést adjuk
meg, amelyet egyébként Rossbach (2000) jeldléapjél irunk fel

ax_
dt
dy _ .
a Y
dz _
dt
d)‘( /j 3 /Ja2 ZZ 1 (1)
— ==X+ = KL-55) + K¢ + & X+ 20 ¥
dt r 2 r r
; 3 2 2, .
Y oy 3, By -5 + s + ok Y- 20 (X
dt r 2 r r
& u 3 At 2.
at _r_a Q"'Eczor_sE DE(3_5r_2) t4s
ahol
X, Y,2 a mihold pillanatnyi koordinatai,
XV, z a mihold pillanatnyi sebessége,
Xis» Vis 2.5 a luniszoléris gyorsulasok,
r=yx*+y?+7° a mihold tavolsaga a Fold kozéppontjatol,

1 =3.986004410"m? /s a Fold geocentrikus gravitacios egytthatéja,
C,, =—1.0826310°° a masodrendzonalis egyitthato,
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a =6378136n a Fold atlagos egyenditsugara,
W =7.29211510° 3™ a Fold forgasi szogsebessége.

Megjegyezziik, hogy az &b felsorolt allandék a GLONASS-rendszer sajat tkoetatasi rend-
szerében adottak.

Ahhoz, hogy megkapjuk aithold poziciéjat egy bizonyosdgontban, a fenti egyenleteket kell
integralni. Az 6sszefiiggések tul bonyolultak ahheagy az integralast analitikusan el lehessen
végezni, ezért az integralast a gyakorlatban nkusan, leggyakrabbamegyedrend Runge-Kutta
maédszerel hajtjuk végre (Stewart és Tsakiri 1998).

3 A numerikus integralas (bel$) pontossaga

A szakirodalom alapjan (Habrich 199%),numerikus integralas lépéskdzét 10 masodmraél-
szefi felvenni. A 1épéskdz hosszanak a numerikus intagra gyakorolt hatdséat vizsgalhatjuk, ha
két egymast kovétfedélzeti palyaadat referencidmbntjanak szamtani kozépértékére szamitjuk ki
mind a megdiz6, mind pedig a kévétpalyaadatokbol az adottitmold pozicidjat, majd pedig ké-
pezzik a két pozicié eltérését.

Kutatési eredményeink meg@eitik a szakirodalmi adatokat. 24 6rara vonatkedefzeti palya-
adatok alapjan vizsgaltuk a 2. abran lathatdé mé&@ioiatben ebre, majd visszafelé tértémumeri-
kus integralas eltérését. Sok sz4z adat vizsgalapan elmondhatd, hogy 10 mésodperces lépés-
kdz esetéra pontossag 1 méter kérjilh pontossag ennél révidebb [épéskdz esetén §edrdem-
ben (3. &bra).

4 A szamitott mihold-koordinatak ellenérzése mérések alapjan (ki pontossag)

Az eddig bemutatott eredmények igazoljak, hogytdaidak altal sugarzott fedélzeti palyaadatok-
bél a szakirodalombdl atvett képletekkel szamitatthold-koordinatak egymassal ésszhangban
vannak. Ugyanakkor még nem bizonyitottuk a szainitihold-koordinaték tényleges mérésekkel
vald 6sszhangjat. Ezért szamitasainkat perman@readok nyers mérési adatainak feldolgozasan
keresztll tovabb teszteltik.

Egyitt dolgoztunk fel GPS és GLONASS kodmérési @ldatt abszolit helymeghatarozast vé-
gezve. Masképp megfogalmazva a kiszamitdithoidkoordinatak, a mért ithold-vew tavolsagok
idépontban a sziikséges mérések szamanal tébb méaéss adndelkezésre all, az elkeriilhetetlen
mérési hibak miatt ezek egymasnak némileg ellenttanak. Ezért a lehetséges megoldasok kozil
azt keressuk, amelynél a tavolsagmérés maradékratedasainak négyzetdsszege a lelegki-
sebb. Egy-egy mérés maradék ellentmondasa pedighaldnés a ve¥ (a megfeled korrekciok
figyelembe vételével) mért és (a koordinatak alapgzamitott tavolsaganak kilénbsége.

integralas vissza

—_ - @~ -
4 allapotvektor
lépéskoz . L t+30

) eltérés
allapotvektor

t e i

. —0
‘ ~ &
integralas elére
I I I
0 15 30

id6 [perc]

2. &bra. Az intervallum lépéskdzének hatasa a numerikugiatas pontossagara
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3. &bra. A numerikus integralas lépéskdzének hossza égsegratds pontossaga kozotti dsszefliggés

A szamitott poziciok ellgitizheek. Egyrészt a maradék ellentmondasok értéke alapjasrészt
permanens allomasok méréselévén szo, a velantenna hibatlannak tekintidgtozicidja alapjan.

Ahhoz, hogy a szamitasokat el tudjuk végezni, nesgéltuk a két riholdrendszer eltéridé és
koordinata-rendszerének kapcsolatat is.

4.1 GLONASS-miholdak idérendszere

A GLONASS-rendszernek sajatdicetndszere van, amelynek kapcsolata az UTdEeitdszerrel a
kovetked dsszefliggés alapjan adhaté meg (Rossbach 2000):

tyrc = tolonasst 7o —30ra. (2

AT értékét a miholdak a GLONASS fedélzeti palyaadatok kozott sogshk, értékét altalaban

naponta frissitik. Erdekességként megjegyezzik,y hd@l2-ben ez atlagosan mintegy 172 ns
(4. abra), tavolsagegységre atvéaltva valamivel tafibt 51.5 méter.

Megjegyezzik, hogy RINEX formatumban a kéthuldrendszerre vonatkoz6 tavolsagmérési
adatok egy allomanyban szerepelnek. Az allomankgdében szerepel, hogy melyik (altalaban
GPS) nfihold rendszerében szerepelnek azadatok. A két rtiholdrendszer navigacios adatainak
szerkezetében mutatkozé jekemeltérések miatt kiilon formatuma van a kéhoidrendszer navi-
géacios Uzeneteinek. A GLONASSihpldakra vonatkozd navigacios adatokpdnt adatai UTC
rendszerben adottak, a GPS&huldakra vonatkoz6 adatok a navigacids allomanyrtelemszdi-
en GPS-idrendszerben. A két tiholdrendszer adatainak egyiittes feldolgozasa det#t bizo-
nyos esetekben sziikség van a ké&taddszer kozoétti atszamitasra.

napok szama

4. abra.A T_értéke 2012. évben
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4.2 GLONASS-miholdak koordinatarendszere

Az elsz6ekhez hasonl6éan a GLONASS-rendszernek sajat kaiednendszere van, elnevezése
»Parametry Zemli 1990 Godardviditése PZ-90. A rendszer definiciéja medted#d a szakiroda-
lomban, példaul Rossbach (2000) disszertaciojaBamekességképpen a GLONASS- és a GPS-
rendszer vonatkoztatési rendszereinek néhany fallboadatat az 1. tdbldzatban 6sszehasonlitjuk, a
telijesség kedvéért emlitjiik, hogy utébbi elneves¥§&584 (World Geodetic System 1984).

A szamitott nihold-koordinatakat mindig az adottiimold sajat koordinata-rendszerében kap-
juk. Ertelemszdfen a két riiholdrendszer adatainak egyiittes feldolgozasakor ignolu-
koordinatakat azonos rendszerbe kell atszamolmiktRusan a WGS84 rendszerbe, hiszen igy a
vewskoordinatékat is ebben a rendszerben kapjuk.

A két koordinata-rendszer kozotti kapcsolatot térbasonldsagi transzformacioval teremtjik
meg, a transzformacié egyenlete megtalalhaté Bauehdltamini (2001) publikaciojaban.

Erdekességképpen megjegyezzilk, hogy 2007 szeptébarebevezették a PZ-90.02 vonatkoz-
tatasi rendszert, ezt mar az ITRF (Internationatdstrial Reference Frame) rendszerhez igazitot-
tak. Mivel az ITRF és a WGS84 rendszerek kdzotérés ma mar csak néhany centiméter, emiatt a
legtdbb gyakorlati alkalmazas szamara nincs sziks&®GS84 és a PZ-90.02 rendszer kozotti
transzforméciodra, igy cikkiinkben bemutatott vizatgihk sordn sem hasznaltuk.

4.3 A GLONASS-miholdak 6rakorrekcioja

A két miholdrendszer méréseit ugyanazok a szabalyos hdnhklik, hatdsukat Iényegében azonos
maodon vesszik figyelembe. Némi eltérés mutatkozikiiaoldak draigazitatlansaga hatasanak fi-
gyelembe vétele kapcsan (Rossbach 2000)

&(t)zrn(tb)_yn(tb)[ﬁt_tb)’ 3)

ahol azn-edik miholdra vonatkozér,(t,), ,(t,) 6raparaméterekey idépontra vonatkozéan meg-
talaljuk a navigacids tzenetek kozott.

4.4 A ve\b 6raigazitatlansaga

Ha a két niholdrendszer adatait egy(tt dolgozzuk fel, akkeed Orajanak mindkét istendszer-
t6l valo eltérését meg kell hatdroznunk. Ennek tokimje is lehetséges. A talan legegyébér
megoldas szerint a helymeghatarozas egy Ujabbikdgideretlen mennyisége lesz a §iewrajanak
igazitatlansdga a GLONASSéiendszerhez képest, melyet a ¥@rdjanak a GPS-sendszerhez
képesti igazitatlansagaval azonos modon hatarometk A két draigazitatlansag kozott (5. abra)
varakozasainknak megfetein nagyon éis a korrelacio, a konkrét szampélda esetében 6z 0,9

1. tablazat. A PZ-90 és a WGS84 vonatkoztatasi rendszer néadata

PZ-90 WGS84
ellipszoid fél nagytengely hossza 6378136 m 6 BIBmM
ellipszoid lapultsaga 1/298.257 839 303 1/298.253 263
geocentrikus gravitaciés egyitthatd  3.986 004 @ ¥/’  3.986 004 418 - 1bHm¥s
a Fold forgasi szogsebessége 7.292 115 radl's 7.292 115 - T0ad/s
normalizalt 2. zonalis egyiitthaté -0.484 165 2 10 -0.484 166 774 9851.0°
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GPS idirendszerhen
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5. abra.Vev§ 6rajanak igazitatlansaga GPS- és GLONASBeiddszerhez képest

4.5 Eredmények

A BME permanens allomasan 2011. marcius 31-én tgtggznérési adatokat dolgoztuk fel 5E£6r
csak a GPS-itholdak adatait hasznaltuk, azutan a GPS- és GLONska®kat egyiitt dolgoztuk
fel. Az epochanként egymastol figgetlentl meghatitdkoordinatak pontossaga Iényegében azo-
nos, néhany méterre tebietia a GLONASS-méréseket is bevonjuk a feldolgoaaakkor a meg-
hatarozott pozicidk szérasa valamivel nagyobb l§8a)a melynek oka lehet egyrészt a GLONASS-
méréseket terhélés a feldolgozas soran nem &dtlatékonysaggal figyelembe vett szabalyos hibak
hatasa, masrészt a GLONASS-méréseket @&nhafyobb véletlen jelldghibak hatasa. Jelen ta-
nulmanyunkban ezeknek a hibaknak részletesebb alatsgnem célunk, minddssze bizonyitani
szeretnénk, hogy a palyaszamitas helyes.

csak GPS GPS és GLONASS

dEszak [m] dEszak [m]

dKelet [m]
dKelet [m]

6. abra. Abszolut helymeghatarozas valodi hibéi vizszinteslémben
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5 Osszefoglalas

Cikkiinkben bemutattuk a GLONASSthpldak pélyaszamitdsanak fontosabb |épéseit. A eemz
kozi szakirodalombdl atvett képleteket sajat szasolk alapjan elldimiztik. A teljesség igénye
nélkdl kitértiink a GPS- és GLONASS-adatok egyiifitddolgozasa soran figyelembe veérshja-
tos szempontokra, majd egy permanens allomas 21 GRS- és GLONASS-adatokat egyarant
tartalmazé méréseire abszolut helymeghatarozasiztiégk. A GPS- és GLONASS-adatok 0ssz-
hangja megg¥zs, ugyanakkor utébbi méréseket tethskabalyos és véletlen jeliegibak részlete-
sebb vizsgélata egy kdvetketanulmany témaja lehetne.

KdszonetnyilvanitasA munka szakmai tartalma kapcsolédik a "BEagorientalt, 6sszehangolt
oktatasi és K+F+| stratégia, valamintikddési modell kidolgozdsa a iMdgyetemen” c. projekt
szakmai célkiizéseinek megvaldsitasahoz. A projekt megvalosi@sdiMFT TAMOP-4.2.1/B-
09/1/KMR-2010-0002 programja tamogatja.
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JAVITHATOAK-E A DURVA POZICIONALASBOL
SZARMAZO KOORDINATAK MOZGASMINTAK
SEGITSEGEVEL?

Koppanyi Zoltan Lovas Tamé&s

sz
=== Can the coordinates of rough positioning techniquies improved with mobility patterns?

— Nowadays the human spatial activities and positiare tracked by several applications for dif-

ferent purposes. In the last years examinationavsldothat the spatial human behaviour can be
predicted and modelled via physical and mathemhtiggroaches. For this reason there is an
interesting question: are we able to improve therdmates of the rough positioning techniques
with previously recorded mobility patterns of uets our paper Bayesian estimation — where the
mobility pattern is the a priori information — wibe used in order to improve coordinates. The
likelihood function, as the model of the measuranteas normal distribution. The selection of the
parameters is verified with a real GPS dataset, #mel reliability of the method will be also dis-

cussed.

Keywords: rough positioning, mobility patterns, Bayesian mstiion

A felhasznalok mozgéasait napjainkban egyre tdbblellizas rogziti, esetleg fel is hasznélja. Az
utébbi években végzett kutatasok kimutattak, hooggésunk a térben nem olyan véletlengzer
mint gondolnank. Ezek alapjan felmerilhet a kértéégy vajon a korabban eltarolt mozgasminta-
ink segitségével javithatdak-e a durva pozicioredpkozok altal szolgaltatott koordinatak. Cik-
kiinkben Bayes-becslést — ahol a mozgasminta aéseaspriori informéacioja — alkalmazunk a
koordinatak pontositasara. A becslés likelihoodgfiényét normal eloszlas mellett vizsgaljuk. Egy
mintahalmazon bemutatjuk médszeriink egyes paraeiddér megvalasztasanak kérdéseit, vala-
mint meghatarozzuk a becslés megbizhatdsagat.

Kulcsszavak:durva pozicionalas, mozgasmintak, Bayes-becslés
1 Bevezetés

A mobileszk6zok térhoditasaval a felhasznaldk rtégyege valds idéjhelyinformaciékhoz juthat.
Az igy nyert informaciok koré szolgéltatasokat épék, ezeket nevezzilk hely-alapi szolgéltata-
soknak [ocation-based services, LB mobileszkdz és a mobil halézat — akar egytkibadve —
kilénboz lehetségeket nyUjtanak a pozicié valamilyen médon tériénezetésére, melyek pon-
tossdga, megbizhatésaga éitér

A széles korben alkalmazott modszerek kozil legpsatib a GNSS alapu helymeghatarozas,
mely azonban gyorsan meriti az eszkdz akkumuldtoralamint az inicializalasi it (id6 az el$
megoldasig) is jelefis lehet a bekapcsolasakor, a rajta futé alkalmeliddulasakor vagy a in
holdjel elvesztése esetén (megjegyezzilk, hogyrabkadsa valogatja, hogy mennybidzamit je-
lentssnek, mozgo jarthnavigacioja esetén masodpercek is szamitanak)NBS5masik héatranya,
hogy amennyiben nincs szabad ralatas az égbdikar aem tud poziciot szolgaltatni, igy éplleten
belll nem hasznalhaté.

Ezt kikliszobolendl a mobileszktzék a kisebb pontossagi igéfefadatok esetén Gdurva po-
zicionalastvégeznek. llyen moédszerek példaul a mobil kommégitks haldzati cella azonosito
alapjan, WiFi halézat segitségével totidrelymeghatarozas, valamint egyéb kifinomultabb oheg
dasok, példaul E-OTD, U-TDoA, IP alapu, stb. tedgik, melyekél részletesebb informéaciokat
k6zol Kipper (2005), magyar nyelven a GSM pozidiésiamédszereld pedig Koppényi (2012).
Ezen moédszerek pontossaga tag tartomanyban mokég5@-1000 méter vagy ennél rosszabb is
lehet.

"BME FMT, 1111 Budapest,Mgyetem rkp. 3. K. épiilet I. em. 31.
E-mail: zoltan.koppanyi@fmt.bme.hu
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korabbi mozgasmintaink alapjan. Mozgasmintak aaftlhasznalé korabbi poziciéi és a hozzajuk
tartozé idpontok halmazat értjuk. Az 6tlet egysizeha tudjuk, hogy egy lehatarolhaté kdrnyezet-
ben taldlhaté a felhasznald, akkor azon belill zihiifeg abban a poziciéban tartézkodik, ahol mar
korabban is megfordult. Tehét feltessziik, hogyllaafznalok ugyanazokra a helyekre térnek visz-
sza, ahol korabban méar megfordultak, azaz szamfénkogy térbeli mozgasuk, jdveli tartézko-
dasuk hasonl6 a multban tapasztaltakkal. Ez tutdjéppen az emberi mozgasrel jelezhet tulaj-
donsagara utal (predikcio).

Eagle és munktarsai vizsgaltak az emberi viselkdgiéna vonatkozasait és predikcios algorit-
must fejlesztettek (Eagle és Pentland 2006, 200@)y a felhasznald j@beni helyzetét becsli.
Barabasi és munkatarsai 50 000 felhasznal6 mokilesmek cella informacioi elemzése alapjan
megallapitottak, hogy a legjobb predikciés algougn@itiagosan az esetek 93%-ban képes meghata-
rozni jowbeni helylinket (Song et al. 2010). Munk&nkban agasmintakon alapuld predikcios
lehetiségeket alkalmazzuk, de a mi esetlinkeben, mivadrismpozicié €lzetes értéke, tébb infor-
macidval rendelkeziink, mint a szakirodalomban kiadikcios algoritmusok.

Mas kutatasok, fejlesztéselérétes ismeretként alkalmaztak a helymeghatarozas saokat a
tertleteket, ahol a felhasznél6 biztosan nem thoidizat, igy pl. épulet falaban (Marc et al. 2006).
Bar az altalunk bemutatandé megoldasba ezen iseheietbeépithéek, nem csupén ilyen egyér-
telmien meghatarozhatéézletes informéciokat alkalmazunk. A megoldasunk wéasokkal alta-
lanosabb: nem egy konkrét helymeghatarozasi mddppetositunk, hanem a mdédszert absztrakt
maédon kezeljik, oly mddon, hogy azt egy normaliselassal fogjuk leirni, meghagyva a |disét
get mas eloszlas alkalmazasara is. Modszeriink aiegidsagat egy konkrét példan, valamint valés
adathalmazon vizsgaljuk.

2 Médszer

A felhasznalé korabbi ismert pozicidinak a hozz&atozo6 idvel kiegészitett halmazat mozgés-
mintanak nevezzik. Ezutan definidljuk a tartozkoddiatat, melyet a mozgasmintabdl tgy kapunk,
hogy az idt eltavolitjuk:

S={(x ¥1). (%, ¥o), - (%, Vo )b (1)

Jelen cikkben a mozgéas és a# kdpcsolataval nem foglalkozunk. Az adatokbansrpjledikcios
képességet a2 halmaz feletti &riiségfiiggvény fogja jelenteni; ezt Kbb ki is hasznaljuk, alkal-
mazzuk vizsgalataink soran. A durva pozicionalasaérmazo mérésiinked"(y™) varhaté értékkel
(koordinatakkal) ésr szorassal adjuk meg (ez tulajdonképpen a méréniodellje), mikdzben

val6jaban az(xp, y") koordinataju helyen talalhat6 a felhasznald. Adeltt soran célunk a

{s.(xmym)at - {be.v) @

megoldasa. Nagymeéfetartdzkodasi minta esetén érdemes a mért kooedkiftnyezetében a tar-
tézkodasi mintdban talalhaté pontok kdziiNa (a mérés széradsanak egész szamu tébbszordse)
tavolsagban talalhatdé pontokat felhasznélni, igy egbkkentett tartbkodasi mintahalmazt kapunk,
melyet redukalt tartézkodasi mintanak, vagy révidedukalt mintanak neveziink. Ezzel csokkent-
het a probléma mérete, a szadmitdsok gyorsabba, akeaddis hatdkonyabbéa valik. Egy adott
mérés esetén tehat a redukalt minta:

sm={(x. ) 1d((x. v ). (x". y"))< N} (i=1..0), 3)

ahold(.,.) az euklideszi tavolsag, mig &"az m méréshez tartozd redukalt minta. Az igy kapott
redukalt mintara a (2)-es feladat a kovethemppen fogalmazhaté at:

s (ot - {or v} @
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A fenti 6sszefliggés egy becslési eljards. A megbloa a kovetker feltételezésekkel éliink és az
alabbi hatasokat vesszik figyelembe, illetve haokatk el:

1. A mért, vagyis a durva pozicionalasbdl szarmazddioatak K™,y") normalis eloszlastak
éso szorassal irjuk le. A kébbiekben bemutatott eljaras segitségével mas aksmhérési
hiba is hasznéalhatd, illetve vizsgalhat6. Itt jexpigk meg, hogy a tovabbiakban a mérés
pontossaganak a fogalman az itt talalhasgzorast értjiik. A magyar geodéziai szakiroda-
lom a pontossagot a kézéphibaval definidlja. A biéa szabalyos vagy modell hibabdl és
véletlen hibabdl tesdik 6ssze. Amenyiben a mérés nem tartalmaz szabébgrt, akkor a
kdzéphiba a véletlen hibat jelenti, amelyet a szgglemezhet normalis eloszlas esetén (1).
Vizsgalataink soran modell hibat nem tételeziinkrféléseinkben, de a modszer alkalmaz-
haté modell hiba jelenléte esetén is, de ezzeld@ptos vizsgalatokat ebben a dolgozatban

nem mutatunk be.
2. Atartézkodasi mintébalﬁs) talalhat6é koordinatakat szintén valamilyen helyheagrozasi

maddszerrel hataroztuk meg, mely kiilénbozhet ath@lyet az Uj pont mérése soran alkal-
maztunk, azaz amelyet pontositani szeretnénkSAainta koordinatainak pontossagét
szorassal irjuk le. A tovabbiakban feltételezzidgyhs® legaldbb egy nagysagrenddel ki-
sebb, mintr (6°<< ¢), igy ezzel a hibahatassal nem foglalkozunk, aztartézkodasi min-
taban talalhat6é pozicidkat hibatlannak tekintjik.

3. Pozicionk becslése sorarbfelrdulhat, hogy annak ellenére, hogy ismertek ailkétt min-
taban a legval6szibb poziciéink, mégis ezekteltérs helyen tartézkodunk, azaz nem ko-
vetjuk a kordbbi mozgasi szokasainkat. Ennek egii&az lehet, hogy a tart6zkodési min-
tank nem teljes, azaz bar a felhasznalo szokadtjarni, de nem adott réla informaciot, a
masik eset pedig az, hogy a felhasznald olyan fyieretben, terileten tartézkodik, amit
nem is lett volna esélylink megfigyelni korabban. wabbival kapcsolatban elmondhaté,
hogy a bevezetésben mar kdzolt szakirodalom aleggéwarjuk, hogy a felhasznalék jel-
lemz5en korabbi szokasaikat kovetik.

A tovabbiakban a (4)-re adunk megoldast, amiheayeB-becslést alkalmazzuk. Ezutan szimulacié
segitségével megvizsgaljuk, hogy a megadott ekatanilyen paraméterek mellett, mekkora meg-
bizhatésaggal tudjuk a mérést javitani.

2.1 Bayes-becslés alkalmazasa

A Bayes-becslés soran a becsuteisimeretleneket valdsZigégi valtozéknak tekintjiik. A hagyo-
manyos geodézia feladatok soran ezt a becslésagtljaem alkalmazzuk, mivel nincHzedtes in-
forméacionk a helyre vonatkozéan: a paraméterekeh nekintjuk valoszifiségi valtozoknak
(Detrekéi 1991). Esetlinkben azonban a korabbi tartézkodglsiek ismeretében dédetes tudassal
rendelkeziink a felhasznalé lehetséges pozicidgiogitosabban arrél, hogy a felhasznalé mely pozi-
cidkban tartézkodik nagyobb valésiégggel.

Legyenek azL =(X,Y) koordinatak valésziiségi valtozok; a feladat megoldasa sorah &z-

tékét becslljuk. Legyehy a méréskor elérhginformacionk, ekkor aP(L|I0) feltételes valdszii

ségeta priori fuggvénynek nevezzik, mely a koordinatédkra vormikebzetes tudasunkat adja
meg. Ez mar a méréssdtl a tartézkodasi minta alapjan meghatarozhatéapori fliggvény ese-
tinkben egy kétdimenziésirsiségfliggvény, mely megadja azt, hogy a felhaszrnédkygges koordi-

natdkon mekkora valés#iséggel tartézkodik. Az étetes informéacié az L™ = X’“,Y’“) méreés
ismeretéber{xrn =x"Y"= ym) az alabbiak szerint valtozik (Berthold 2003)

P(L™ 1L, 15)p(L, 1,)

LIL™, 1,) =
PLILR L) p(L™ [1,)

, ()
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ahol p(Lm|L,IO) a likelihood fliggvény, mely mérésiink modellje;kiikkben a korabbiaknak meg-

feleléen tekintsiik ele(xm, ym,az) normélis eloszlasunak. Megjegyezzik, hogy masmeghata-
rozasi modszer esetén masfajta eloszlast is alkalatank, pl. cella azonosité alapjan toétén
helymeghatarozaskor egyenletes eloszlast feltéelex képletben p(Lm|IO) a marginalis fugg-

vény, mely egy normalizalé ténygzvalamint az (5) eredményp(L”‘|L’", IO) pedig aza posteriori

fuggveny.

Az ismeretlen értékének meghatarozasara j6 megkhdsatd aa posteriorifliggvényen az at-
lagos négyzetes hiba riziké figgvéniean Square Error, MSEalkalmazva, mely a kovetkéz
(Lehmann és Casella 2003)

ML 1) = [ Lp(L (L, 1,)a, (6)

ahol | = (% ¥) a becstlt érték. Megemlitjiik, hogy a szakirodalambz ismeretlenek meghataroza-

sara aza posteriori fliggvény ismeretében tobb mas megoldas is hasesafaehmann 2003).
Megemlitjuk, hogy megvizsgaltuk a logaritmikus ves2gfiiggvénnyel adott becslést és a legna-
gyobba posteriori(maximuma posteriori MAP) eljarast is, melyekkel azonban a lentebbeitet
tésre kerith eredményeknél rosszabb megoldast kaptunk. A kdoingeamithatésaga és a mi ese-
tinkben ,hatasosabb becslési” képessége miatt tidnkdaz MSE rizikéfliggvény hasznélata mel-
lett.

A feladatban a fent emlitettidiségfiiggvények kétdimenziésak, a megoldas sorarecdidzk-
rét médon kezeltuk. Ennek oka, hogy nem tételeztéhkemmilyen nevezetes eloszlaseaariori
flggvény®l, valamint a szamitasok is kénnyebben végrehdjttiatzen a médon.

2.2 Példa és diszkrét megoldas

A kovetkedekben nézziink egy egysteéldat. Ismerjik a durva pozicionalasbol szarmdzg™

mért koordintakat. Egy felhaszndl6 tartézkodasitémaz 1. abra (a) részében lathat6. Az adatokra
egy négyzethalét fektetlink, az egyes négyzetratsisarketizacios celldknak hivjuk. Az abrazolt
szamok mutatjak, hogy kordbban hany pozicié kedgtitésre az adott cellaban. Halvany vonallal
lathat6 a trajektoria. A négyzetracsok koordindgdyenek azok kdzéppontjai. Ezen kivil a

p(L”‘|L,IO) diszkrét likelihood eloszlast jeloljukp? ™", ugyanigy p3** és p'f"

az
a posterioriés likelihood fliggvények diszkrét eloszlasat jalerigy tehat aZ. diszkrét valdsziin
ségi vektor valtozéisiiségfliiggvényének értelmezési tartomanyaj adtal felvett értékek halmaza.
Az olvaso6 észreveheti, hogy a fent mutatott diszKiggvényekben nem szerepel a feltételes valé-
szinmség. Ennek oka, hogy mivel a méréseket rogzitetiesiszik, igy at ., a teljes paraméter
téren ugyanaz aidiségfiiggvény irja le, azaz a fenirisségfliggvények csak valtozo6tol fiiggnek,
igy L, jelolésébl eltekintiink.

Az 1. 4bra (b) részében a példank mérésének disgktiségfliggvényének értékei lathatoak. Itt
tinik ki eldszér a diszkrét fliggvények haszndalatangkys, mivel azapriori eloszlas fliggvényé-
nek tipusa ére nem ismert, valamint diszkrét értékként allnakdelkezésre. B$z0r a tartdzkoda-
si mintat normaljuk:

a priori

P = (7

N,
2N,
()

aholn;jazi,j-ik diszretizacios cellaban talalhato poziciok saakza posteroridiszkret eloszlashoz
alkalmazhatjuk az (5)-t.
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(a) Tartézkoddsi minta

1 > 3 4 5 (b) Likelihood eloszlds
ifo]o y oo 2[2]2]2]2
100 | 100 | 100 [ 100 | 100

2 e /@ o lolo 2 |6 [6 |6 |2
100 | 100 | 700 | 700 | 100

sl o ol o 2 |6 |20 |2
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(c) Aprior eloszlds (d) Nem normalizdlt posterior

1. 4bra. Mintapélda

Esetiinkben a mérés rogzitett, valamint diszkrgtaigéplet a kdvetkéképpen modosul

likelihood a priori

LTI L - ®)
likelihood ~apriori *

P P

apost _ P

P

k.l

A (8) képlet nevedinek értékeit az egyes cellak esetén az 1. abnag¢adgn lathatjuk. Ezutan ki-
szamithaté a marginalis fuggvény, mely ebben atbeseegy normalizalé konstans

z pllkellhOOd a priori - 620 (9)
" P 100
A marginalis konstans ismeretében kiszamithatdk pasteriori fliggvény egyes cellai
20 100 240100 120 100 _
apost =7 -7 = 0032 apos( =T = 0387, apost 00323
7100620 3Pz = 100620 ¥ 7100620 (10)
200100 _ 120100 _ 20 100 _
apost _ 032 apost _ apost _ 00323
Pas™ = 70c 62¢ 3 Pas 100 62C 193 Pss 10C 62C

Amennyiben a MAP becslést végeznénk, akkor az (15,eredményt kapnank. Ehelyett szamitsuk
ki aza posteriorifiggvény varhato értékét az MSE becsléshez. ¢ gyenletet irjuk fel diszkrét
esetre

zlplapost’ A z ]plaposl, (11)
ahol Iy, ya koordinatak becsilt értékei. Folytassuk példaakatzamitsuk ki ezen becsiilt értékeket

IAX = 25[0.0323+ 1910387+ 0910032+ 25[0.0323+ 3510193+ 4.5[0.0323= 231

. . (12)
I, = 05[0.0323+ 150387+ 250032+ 25(0.0323+ 3510193+ 45[D.0323= 231

Eszrevehetjiik, hogy a két koordinatara ugyanaztradményt kaptuk, kdszonbien annak, hogy
aza priori éslikelihood fuggvények szimmetrikusak. Osszehasonlitva azne¢estiil kapott koor-
dinatakat a mért koordinatakkal lathatjuk, hogyértrkoordinata az (1.5,1.5) cella felé tolédott el.
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3 Szimulaciés vizsgélatok
3.1 Adathalmaz

Az egyesiilt allamokbeli Darthmouth egyetemen fejiets CenceMeLite mobil alkalmazas segitsé-
gével GPS adatokat @jgottek 19 hallgatd, egyetemi alkalmazottak és tktabevonaséaval
(Musolesi et al. 2010A méréseket tébbnyire 2008-07-28 és 2008-08~14 fap)kozott végezték,
némely esetben azonban a méréseket korabban kefgiyébfordulnak~19 napos mintak is. A
koordinatakat a mobiltelefonba épitett GR$#yerték, igy azok pontossadga megfelel az altal&a
mobiltelefonba épitett abszollt helymeghatarozasgatt GPS koordinatak pontossagaval (kb. 5-10
méter). A teljes adathalmaz mérete szoveges fomizn 500 MB. A felhasznlok altal megtett
Utvonalakat teljes terjedelmében a 2. abra balla|daig a varoson belili mozgasokat a jobb oldala
mutatja. Az 1-es felhasznalora vonatkoz6 mintavgyelkorisagat jelleniz mintavételezési lefedés
a 3. abran lathatd, ahol a fidgges vonalak mutatjak, melydpontokban van rogzitett koordina-
tank. A kilonbo# adatainak mintavételezési lefedése éjt@izsgalataink sordn az adathalmazban
talalhat6 10 legtébb poziciéval rendel&delhasznalé mozgasmintait vizsgaltuk.

3.2 Vizsgalati modszer

A tényleges rendszeritkodésének szimulaciéjdhoz meghataroztunk egy sén#y, a valés rend-
szerrel kapcsolatos itkodési elvet irja le; ezt szimuléljuk. A séma a éikes: adott felhasznald
mozgasat egy ideig megfigyeljuk, ekkor ismertekilzatiannak tekintett GPS mérégtszarmazé
kordbban rogzitésre kerllt koordinatak. Ebbz informaciébdl kiindulva azutan Ggy tekintjik,
hogy a GPS mérés nem elékhdielyette egy valamilyen més helymeghatarozasiszenil szar-
mazd normalis eloszlast mérést tekintlink és ezér@shprébaljuk javitani. Ezt a sémat kovetjik a
vizsgalatok soran.

Ehhez a kordbban bemutatott adathalmaz egy felhbiganak pozicidibél (mozgasmintajabol)
indultunk ki (T) Ezt két részre bontottuk: az adathalmaz egyikeré®pezi a mar ismert pozicidk

halmazat (azaz tartézkodasi mintat), ekkor ismegjijdontos koordinétéka(fs), mig az adathalmaz
masik részér{V) ellensrizzuk, validaljuk a médszeriinket:

S:{(X|,Y|)v(x|+1’y|+1)~-'(xk'yk)}'
V= {00y 060 ¥ ) (50 Vo) s Vi b0 v b (00T = 20T). (@3)

Legend

Felhasznalok

e 19

L]
lOpenStreetMap

2. dbra. A teljes mintahalmaz (bal oldal) és kiemelve atakeriiletek (jobb oldal)

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



JAVITHATOAKE A DURVA POZICIONALASBOL SZARMAZO KOORDINATAK 43
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3. dbra. Az 1-es felhasznalé mintavételezési lefedése

Annak hataséat, hogy hol bontjuk fel erre a két iészT adathalmaztl€?, k=?) a kéébbiekben
vizsgéljuk.
A vizsgalat a kovetkézlépésekbl all (4. abra):

1.

2.

o s

Az algoritmus végigmegy az 6sszes felhasznalontiBkben az elemzések soran 10 fel-
hasznél6 adatait vizsgaltuk.

A mérési paramétereket normalis eloszlas esetészbrassal jellemezhetjik. Vizsgéalato-
kat végeztiink arra vonatkozéan, hogy magysaga milyen hatassal van a becslésre. Ezt a
késsbbiekben kdzoljuk.

A felhasznalé mozgésa(ﬂ') két részre bontjuk (13)-nak megféleh. Vizsgaljuk a kiilén-
b6z felbontdsok hatasat a megbizhatosagra.

Kivalasztunk egy pozicidf -bdl.

A validaciés halmaz elemein végigmegyink és mingezicidban mérést szimulalunk. A
szimulacié soran a validaciés halmaz adott pohijgdtlannak tekintve azt ,elrontjuk” egy
o Sz6rasu normalis eloszlasu véletlen szammaledmttjik utdna mérésnek. 10 darab szi-
mulalt mérést végziink egy adott tartézkodasi panteanek oka, hogy ekkora mintavétel
esetén talaltuk a megoldasainkat ,stabilnak”.

Az 1. abrén lathat6 eljardsnak megfédsl elvégezzik a becslést.

Meghatarozzuk az eltéréseket. Ehhez egy adott neévématkoz6 eltérést)(tekintsik a
kdvetkedképpen

r=do e,y )-al(x g6 ve) (a4)

Az igy definidlt eltérés esetén, amennyilse), a becsiilt pozicid javitott a méréshez ké-
pest,r>0 esetén pedig rontott.

Az adott felhasznaléra a kilonkibpozicidkban, kulénbdz mérések mellett meghataroz-
zuk a megbizhatésagot. Esetiinkben a megbizhatésdgoietkeéképpen értelmezzik: az
eltéréseket, mint valésZiségi valtozoét tekintjuk, és @llitjuk annak #riiségfliggvényét
P(r). A megbizhatésag megéllapitésého(zoa)] konfidenciaintervallumot hasznaljuk

rel=P(r<0). (15)

Ennek oka, hogy csak azon kedyezsetek érdekesek, melyeken a moédszert alkalmazva
javulasokat értiink el (<0).

A tovabbiakban ezen szimulacios eljarast alkamdmtarozzuk meg médszeriink megbiz-
hatésaganak alakulasat a paraméterek valtozta®zttm

4 Eredmények és paraméterek vizsgalata

4.1 Eltérések eloszlasa

A kulénboz felhasznéldk esetén meghataroztuk az eltéréseklat ésigiségfuggvényét. Az 1-

es felhaszndlé hisztogramjat és kumulativ hisztogita400 méter sz6rasu mérés esetén az 5. abra
mutatja. A (9)-nek megfeléen egy vizsgalat egy adott felhasznaléra vonatkoegbizhatésagat
szintén az abran jeloltilRe). Ez a megbizhatésag nem mas, mint a kumulatiztdgsamon az

r=0 helyhez tartoz6 értéke.
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4. dbra. A vizsgalati médszer séméja

Mas felhasznal6kra végzett meghatarozasok soré@b680-kozotti megbizhatésagi értékeket kap-
tunk. Ezért a tovabbi vizsgélataink soran arra #gite a valaszt, médszerink mely paraméterei
befolyasoljadk médszeriink megbizhatésagat.

4.2 Diszkretizacios cella mérete

A Bayes becslést befolydsolhatja a diszkretizac@ks mérete, erre vonatkozéan tehét vizsgalato-
kat szukséges végezniink. Megvizsgaltuk, hogy kid#him oldalhosszusagu cella méret esetén
hogyan valtozik a megbizhatésag. Az eredményeketadra mutatja. A cellak vizsgalt oldalainak
hosszai 1, 2, 5, 10, 20, 50, 80 és 100 méter vohakabrabdl lathatd, hogy a cella méretek nem
befolyasoljak jeleritsen az elérh8tmegbizhatésagot. Tovabba azt is észrevehetjiky bgges
felhasznaldk esetén, bizonyos cella méret 6161t medn tudjuk alkalmazni a becslést, mivel a cella
mérete ekkor mar olyan nagy, hogy a Bayes-becsiém sak egy cellanyi adat all rendelkezésre.
Természetesen ez a méret hatér fligg a felhasztellte&t mozgéstol is.
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5. &bra. Az 1-es felhaszndl6 poziciéi eltéréseinek hisznga
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4.3 Redukalt mozgasminta méretének vizsgélata

Ahogy korabban ismertettiik, a tartozkodasi mint&béhérési pont kdrnyezetében bizonyos tavol-
sagra No) talalhato pontokat ditjik 6ssze, melyl meghatarozzuk aapriori eloszlast, ezt hivjuk
redukalt mozgasmintanak. Fontos a redukalt mingyseganak vizsgalata, mivel megvalasztasa
befolyasolhatja a becslés megbizhatésagat. Eatd@stfl fliggvényében vizsgéltuk.

Minél nagyobb a terllet, anndl tdbb informaciotida becslés szamara, am a futddindvek-
szik. Tdl nagy méret esetén az iéfefdulhat, hogy olyan teriileteket is figyelembe z@sbecslési
eljaras, melyeld tudjuk, hogy ott a felhasznélé az adott méréfusdds valoszitiséggel tartdz-
kodhat, és abban az esetben, ha nincs a terllgisrpazicio, ez a terilet nagy sulyt kaphat, igy
rontja a megbizhatésagot. Ellenkezsetben, ha tdl kicsire valasztjuk a redukalt rasagntahoz
tartozo teruletet, akkor a becslésnek nincs elfarimacidja lényeges teruletékr olyan helyeksl,
ahol a felhasznal6 esetleg val6jaban tartézkodhat.

Ebben a szakaszban vizsgaljuk azt is, hogy a réidukgasmintdban talalhatd poziciék szama
(pozicio szam kritérium) hogyan befolyasolja a EstsEz azt jelenti, hogy vizsgalatunk sordn nem
végeztink becslést azokban az esetekben, aholkaleterileten talalhaté pontok szama nem érte
el legaldbb a mozgasminta atlagos napi pontszan@rizlk 50, illetve 75%-at.

Elézetesen azt varjuk, hogy minél tébb pont talalletédukalt mintdban, annal megbizhatobb
lesz a megoldas, mivel ekkor tébb informaciévaldedkeziink a felhasznald6 mozgasarol az adott
terlleten. A 7. abran lathatdak a vizsgalatok &s s 17-es felhasznal6ra. A vizszintes tengelyen a
redukalt terllet mérete, a fiflggesen a kordbban definialt megbizhat6sag szerkKp@nbozs
pontabrazolasokkal jel6ltik a redukalt tartdzkodésitara ebirt pozicié szam kritériumokat, zaro-
jelben megadva, hogy hany mérés esetén sikerllédszeriinket alkalmazni. A redukalt terilet
méretét a szOréd-szeresében allapitottuk meg. A vizsgalatot eblzeasatben 300 méter szorasu
mérésre végeztik el, azaz a kérnyezet sugara r806reé500, 900, 1200 és 1500 méter volt.

A bal oldali grafikon az 1-es felhasznal6ra vonatkelemzéseket mutatjapektes varakozasa-
inknak megfeldlen a redukalt tertlet ndvekedésével a megbizhatdsagvekszikn=2 értékig.
Ezutan kis Gtemben ugyan, de a megbizhatésag rdesbkkenésével kellett szamolnunk.
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6. abra. A diszkretizacios cella méretének vizsgalata
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A pozicié szam kritérium esetén a megbizhatosagokén varakozasainknak megféleh alakul-
tak, ahogy a 7. abran is lathat6: amennyiben ogseiben engedtiik csak meg a becslésiink alkal-
mazését, ahol a redukalt terlileten legalabb agalaapi pontszdm 75%-a volt talalhat6, magasabb
megbizhatdésagot értiink el. Az 1-es felhasznal@eset9%-os javulast értiink el, azonban figye-
lembe kell venni, hogy a becslést ekkor |ényegéssmesebb pontban tudtuk csak alkalmazni. A 17-
es felhaszndél6 esetében (7. &bra jobb oldala) héreti redukalt tertlet esetén kaptunk a megbiz-
hatésagra maximalis értéket. Azonban a pozicié daddrium ndvelésével éppen ellenkegred-
ményt kaptunk, mint az 1-es felhasznalé esetéfe. Kis redukalt minta teriilet esetén, nincs is
eredményiink a 75%-0s pozicié szdm kritérium melkettét adathalmaz kozotti [ényeges kuldnb-
ség, hogy az 1-es felhasznald mozgasmintdja 3asmayi pontbdl all, mint a 17-es felhasznaléjé,
igy nagyobb a tart6zkodasi minta. Tovabbi vizsgétdt azt mutattédk ki, hogy az &bra bal oldali (1-
es felhasznalénal tapasztalt) eredményei érvényelsid sok poziciét tartalmazé mozgasminték
esetén. Ennek megfetein a kiindul6 mozgasminta halmaz pontjainak széamaz a tartézkodasi
helyre vonatkozé ismeret lényeges a modszer alkadatasagat tekintve.

A fenti eredmények és elméleti megfontolasok utdkbeetkeskben a redukalt tartézkodasi
minta nagysagats3ban allapitottuk meg. Ennek meghatarozasabanlégyee vettik, hogy a lehe-
t6 legtobb pontban szeretnénk médszerinket alkalmazni

4.4 Ebzetes ismeret vizsgalata

Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk, hogy éze¢és ismeret hogyan befolyasolja becslésiink meg-
bizhatésagat. Két kérdésre keressiik a valaszt.emilgbtartami edzetes mozgasmintabdl kell
kiindulnunk (1), és hogy a mintakban talalhato iseteazonos ,mifisédi-e”, azaz kilénb&dz idsin-
tervallumi mozgésminta szakaszokbdl kiindulva ugyaa megbizhat6sagot érhetjuk-e el (I1)?

Az (1) kérdésre a felhasznalo teljes mozgasmintdjabttiink egy napi és egy heti adatot; ez ké-
pezte a tartdzkodasi mintat. Az egyes felhasznald§ly adoédott megbizhatésagot az 1. tablazat
mutatja 300 méter sz6rdsu mérést feltételezvejldcteen a felhasznalok sorrendje a mozgasminté-
ban talalhaté poziciok szdmanak cstkkeorrendjében lett megadva. Lathatd, hogy az éitéke
tdbbnyire megegyeznek, ami azt mutatja, hogy ldg&detben elegeticcsupan egy napi ismeret a
tartézkodéasi helyekit. A 2-es felhasznélé esetén azonban az egy heerit Iényegesen jobb
eredményt adott. Osszességében megallapithat,dsogyn egy naposéektes ismerettel kevesebb
tében nincs egyaltalanéeletes ismeretiink (korabbi koordinataink). Emiaiferdulhat, hogy bizo-
nyos esetekben egy napi adat felhasznalasaval atamasegbhizhatésagot mérhetiink, bar kevesebb
pontban, valamint hogy a 10-es felhasznalé esg¢altalan nem tudtuk a médszeriinket alkalmaz-
ni, mivel az mindig az éketes ismert mozgasmintan kivuli, ] tertletekat, jghonnan korébbi
koordinatak nem voltak elértietk.
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7. dbra. Redukalt mozgasminta vizsgéalata, bal oldalon ag felhasznalé, jobb oldalon a 17-es felhasznalé
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1. tAblazat. Megbizhat6sag valtozasa egy napos és egy hémted ismerettel
300 méteres szOrasu mérés esetén

Megbizhatésag felhasznalénként

Felhasznélé 2 1 11 6 7 18 3 19 10 17
Egy hetes 86.3% 81.9% 84.9% 86.6% 87.3% 89.9% 69.6% 87.2% 75.3%
Egy napos  60.3% 84.3% 88.1% 89.7% 86.2% 91.3% 65.86%2% - 76.2%

Mivel a 19-es felhasznalérél csak egy heti adatraihdelkezésre, igy erre megbizhatésagot nem
tudtunk meghatarozni. A (1) kérdést vizsgalva kild6z, egy hetes intervallumokat vizsgaltunk
mind a tiz felhasznald esetére. Példaul a keddeds&é idéablak zard idpontja a kdvetkex hét
keddje, és a tartézkodasi minta elemeit ebben kkladin talalhaté pozicidk adjak. Az egy hetes
ablakot mindig egy nappal toltuk el és meghatatoatmédszeriink megbizhatésadaé$l vizsga-
lata a (13)-ban). Az eredményeket a 8. 4bréan jathat

Eszrevehetjiik, hogy nem minden felhasznél6 eselgtohos a gorbe, mely abbdl addik, hogy
bizonyos idintervallumba egyaltalan nem, vagy csak nagyon &@azicid esett. A jelmagyarazat-
ban a zaréjelek kézoétt a napi atlagos pontszanmasadek és atlaganak aranyat kézoltik felhaszna-
I6nként. Ezzel kivantuk mérni, hogy mennyire eggtes a pontok szamanak eloszlasa a napok
kozott. Lathatd, hogy amikor ez az arany kisebblértazaz az egyes napokon hasonlé szamossagu
a pozicié halmaz, akkor stabilabb a kapott goraaz szinte mindegy, melyik egy hetes interval-
lumbdl indulunk ki. Azonban magas aranyszam meletbegbizhatésag nagyban fiigg a kiindulé
mozgasminta halmaztol, az eltérés 2-3 napos ahlaktztas mellett akar 8-23% is lehet.

4.5 Sz6ras vizsgéalata

Médszeriink nem tkddhet akarmilyen mérési mdédszert alkalmazva. Ahhogy a mozgasminta-
kat, minta pirori informaciét felhasznalhassuk, a szimulacio sotgaronagy hibaval (itt szérassal)
adott méréseket kell alkalmazni, ahol a felhaszndd@gasa, korabbi tartézkodasi helyei mar rele-
vans informéacioét jelentenek. Annak érdekében, hogpghatarozzuk, milyen pontossagl mérések
vehebk figyelembe, meg kell adnunk, milyen széras mebetényesil ez a hatés. A 9. dbra a sz6-
ras véltozdsaval a megbizhatdsagot mutatja, ahetgg elzetes informéaciobdl kiindulva az dsszes
felhasznald esetén. Zardjelben lathaté a pontokiazi mozgadsmintaban az adott felhasznalé ese-
tén.

Az abrabdl jol lathat6, hogy a mérés megbizhatosdgatobb esetben 200-300 méter szoras fe-
lett allandosul. Ezen kivil mutatja azt is, hogggtébb esetben a konfidencia szint 70% felett van,
a legrosszabb esetekben 58-80% kozotti az értékardgjobb esetekben 76-92%.
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8. dbra. Megbizhatésag valtozasa kilonbddindulé iddpontu, egy hetes tartézkodasi mintak esetén
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9. bra. Megbizhatdsag valtozasa kulonb&zorasti mérések esetén

Mivel a vizsgalt mintan az 6sszes eset 50% foléitért elmondhatd, hogy az eredeti poziciéhoz
képest tdbbszor tapasztalhato javulas, mint roitékindsen jél teljesitettek azok a mozgasmintak,
melyek a tobbihez képest Iényegesen tébb pozmitalinaztak. Az abran vastag vonallal jeleztik a
9 felhaszndlé (19-es felhasznald esetén nincs etpsimozgasminta, lasd fent) atlagat, mely tulaj-

donképpen megadja a mintahalmazon moédszeriink ntegb&aganak statisztikai atlagat tébb fel-
hasznéalora, mely a fenti adatok mellett 83-85%e¢adatt.

5 Konklizié és 6sszefoglalas

Cikkiinkben bemutattunk egy Bayes-becslésen alapdidszert, mellyel durva helymeghatérozasi
technikdk altal szolgaltatott koordinatak javitrekémozgasmintak segitségével. Azonban ahhoz,
hogy a mozgasmintakban jelen &ésldzetes tudas érvényesiiljon, két feltételnek kejgsélnie: a
helymeghatarozasi médszernek nagy szoérassal kedlelieeznie, valamint a felhasznalé korabbi
mozgasat, tartézkodasat leiré pozicidknak a ménésiszernél legalabb egy nagysagrenddel ponto-
sabb helymeghatarozasi megoldasbdl kell szarmazniizsgalataink soran egy valés adathalma-
zon GPS mérésekbszarmazé poziciokat, mint tartézkodasi mintdkasgaltunk meg ugy, hogy
ezen méréseket ,elrontottuk”, ezt tekintve szintuidérésnek.

A mozgéasmintakban talalhaté predikcids képesséty segitségével a mérés javithato, vizsga-
lataink alapjan 200-300 méter szorasu méréseketddzve jelentkezik. A vizsgélt 10 felhasznald
tobbségében ezen tartomanyban a javitds megbizlgat®9-90% kozoétti, azaz ennyi esetben javi-
nagysagatol és az atlagos napi poziciok szdmaniin Aelhasznéldk esetén, melyeknél ez az atla-
gos napi poziciészam magas és annak szorasa a kapok alacsony, médszeriink jG3ebtes
informaciot szolgaltat, megbizhatésaga nagyobh gyt kijelenthes, minél részletesebb informa-
ciénk van a mozgasrol, a korabbi tartézkodasi Helileannal nagyobb megbizhatésagot érhetiink
el.

A 10. abran adathalmazunkbél kiemeltiink egy traje&t. Az abran feltlntettiik a valédi, mért
és becsilt pozicidkat és abrazoltuk mint trajelatolidthatjuk, hogy a becsilt trajektéria kdzelebb
esik a mért trajektériahoz. Ahogy az abran lathatodszeriink akkor a legjobb, amikor olyan he-
lyen tartézkodunk, ahol gyakran megfordulunk. Végdiaszolva a cikk cimében feltett kérdésre: a
kordbbiakban emlitett feltételek mellett kijelertjtik, hogy korabbi mozgéasainkat leir6 mozgas-
mintak az esetek tébbségében képes a durva paai@stdl szarmazo6 koordinatak javitasara.
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10. bra.Egy minta trajektoria becslése (bal) és az elefréssztogramja (jobb)

Hivatkozasok

Berthold M, Hand J D (2003): Intelligent Data Analysis — An Introductich kiadas, Springer, Berlin. 514.

Detrekéi A (1991): Kiegyenlit szamitasok. Tankényvkiado, Budapest. 685.

Eagle N, Pentland A(2006): Reality Mining: Sensing Complex Social t8yss. Personal and Ubiquitous Computing, 10,
255-268.

Eagle N, Pentland A(2009): Eigenbehaviors: identifying strcture irutine. Behavioral Ecology and Sociobiology, 63,
1057-1066.

Koppanyi Z (2012): GSM-alapu helymeghatarozas, Az elmélet ggakorlat talalkozasa a térinformatikaban. |érifor-
matikai konferencia és szakkiallitds, Debrecen-22®.

Kupper A (2005): Location-Based Services: FundamentalsCGyetation. John Wiley. 365.

Lehmann E L, Casella G(2003): Theory of Point Estimation. 2. kiadas, Sgeir, 590.

Marc C, Barcelé F, Cugno S2006): Improving positioning capabilities for irmteenvironments with WiFi. Proceedings of
the 4th ACM international workshop on Mobility maygment and wireless access, 121-125.

Musolesi M, Piraccini M, Fodor K, Corradi A, Campbell A T (2010): Supporting Energy-Efficient Uploading Ségies
for Continuous Sensing Applications on Mobile PronBroceedings of the 8th International Confereoce
Pervasive Computing (Pervasive 2010), 355-372.

Song C, Qu Z, Blumm N, Barabasi AL(2010): Limits of Predictability in Human Mobilityscience, 327, 1018-1021.

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



50

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



Geomatikai Kbzlemények XVI, 2013

A KIB OVITETT STOKES-FELE FUGGVENY CSONKITASI
EGYUTTHATOINAK HATEKONY SZAMITASA

T6th Gyuld, Fancsikné Hamar EvA

Nz

zass  Fast computation of truncation coefficients for thextended Stokes functior Recent
high degree geopotential models and certain comjmurtal procedures in physical geodesy require
the evaluation of integrals (truncation coefficighthat are products of high degree Legendre po-
linomials (or functions) with various kernels overgiven domain. The oscillating character of
integrands (several thousand zeros) makes it diffio evaluate such integrals. A highly accurate
qguadrature has been developed for fast computatfothese integrals based on the Glaser-Liu-
Rokhlin root finding algorithm and Gauss-Lobattaduature between the roots. Our algorithm has
successfully been applied to eliminate the insitgbdlf the recursive computation by M.K. Paul for
high degrees.

Keywords: truncation coefficients, Legendre functions, GlaserRokhlin root finding algorithm,
Gauss-Lobatto quadrature

A fizikai geodézidban alkalmazott tébb szamitagir&s$, illetve a legljabb nagy fokszamu
geopotencidlis modellek megkivanjak kilé@bdmagfiggvények magas fokszdmu Legendre-
polinomokkal illetve -fliggvényekkel vett szorzat@dtt tartomanyra vonatkozd integraljainak (a
csonkitasi egyutthatoknak) a meghatarozasat. Ekefméntegraloknak a kiszamitdsa nehézségek-
kel jar az integrandus oszcillalo jellege (tébbezérushely) miatt. A Glasdriu—Rokhlin gydkkere-

sd algoritmus alapjan a gyokhelyek kozott Gadisdbatto-integralast végezve, nagy pontossagu
numerikus kvadraturat dolgoztunk ki az integrala@tékony szamitasara. Az algoritmusunkat sike-
resen alkalmaztuk az M.K. Paul altal kidolgozokueziv szamitési eljarasban a magas fokszamon
jelentke instabilitas kikliszobolésére.

Kulcsszavak: csonkitasi egyutthaték, Legendre-fliggvények, GldsarRokhlin gyokkeres algo-
ritmus, Gauss—Lobatto-integralas

1 Bevezetés

A fizikai geodéziaban nagy jeld€isegik van azoknak az integraloknak, amelyek a sélgéeétér
kilonbdz paraméterei kozott teremtenek kapcsolatot. A legjesbb példa erre a Stokes-féle
integral, amellyel geoidmagassagokat tudunk szamiteért nehézségi rendellenességek segitségé-
vel. Ennek alapjan valamely teriileten a geoid istédren GNSS (Globalis itholdas navigacios
rendszer) méréseinébtengerszint feletti magassagokat is szamithatdakEdtvos-integralok az
Edtvds-inga méréselb nehézségi rendellenességek és geoidundulacidy eppen flggleges
(vertikalis) gradiensek kiszamitasara hasznalh&lbr 6th 2003, Téth et al. 2006).

Ezen integralok egyik kdzos jelledje az, hogy az integralas tartomanya a teljes éiddfn. A
gyakorlatban ez azt jelenti, hogy a szamitasi ppmttozeli tertlet (betszéna) hatasat numerikus
integralassal allitjuk é| a tavolabbi tertletekt szarmazé részt (kilszéna) viszont valamilyen
geopotencialis modelh hatarozzuk meg. A tavolabbi teriletek hatdsanakamitdsahoz fel kell
hasznalnunk az drcsonkitdsi egyitthaték, amelyek az integralban szefephagfiiggvénynek a
Legendre-polinomokkal vagy Legendre-fliggvényeklatt gzorzatintegraljai a kilszonara.

Ertelemszdien a csonkitasi egyiitthatokat a felhasznalt geopitis modell maximalis fok-
szamaig kell ismerniink. A legljabb EGM2008-as gémmpmalis modell maximalis fokszama
2160/2190 (Pavlis et al. 2012). A célunk tehatremyy a szamunkra sziikséges integralokhoz tarto-
z6 csonkitasi egyitthatokat gyorsan, megbizhatéardjuk szamitani tdbb ezres vagy akar tizezres
fokszamig.
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A szakirodalombanéleg a Stokes-féle integralhoz tartozé csonkitasilitatok szamitdsaval
taldlkozhatunk, amelyben a Stokes-féle magfliggwzeyepel (Paul 1973), illetve Paul (1983) az
un. kibsvitett Stokes-féle integralhoz ill. magfiiggvényhez tartogonkitasi egyitthatok szamitaséa-
ra dolgozott ki eljarast. Erre abban az esetbenszékségiink, ha az azonos potencialériékddi

és normal szintfellletek tavolsagéat a Stokes-fiéegiraltol eltéfen nem a tengerszinten, hanem a
tengerszint feleth magassagban kivanjuk meghatérozni.

Az emlitett eljardsok az egyitthatok rekurziv szdedin alapulnak, és ezért igen kansgami-
tégépes algoritmust irni a feladatra. Kézentelenne tehat egyszZeen a Paul (1983) altal adott
szamitasi eljarast felhaszndlni a csonkitasi ebgtdk magas fokszamaig € 10000). Ez azonban
nehézségekbe (tkozik, mert azt tapasztaltuk, hoggamitas man = 500-t6l hibas eredményeket
szolgéltatott, amit a kébbiekben be is fogunk mutatni. Maga Paul (1983) redlersrizte az
egyltthatok szamitasat az= 200-nal magasabb fokszamra. Chuanding et al.8)1p8dig atvette
Paul (1983) szamitasi eljarasanak lényegét) dem elledirizte azokain = 500-nal magasabb fok-
szam esetében.

Cikkiinkben egy olyan Uj eljarast ismeretiink, amekysegitségével igen nagy fokszamig pon-
tos szamitds végezlied szikséges csonkitasi egyitthatokra, méghozzdlegges magfiiggvény
esetében. Az eljardsunk legfontosabb része egy alyanerikus kvadratira, amellyel barmelyik
csonkitasi egyutthaté azfokszamaval csupéan linearisan novék¥(n) szamitasi ilben a sziiksé-
ges pontossaggal kiszamithat6. Ezzel a kvadratiieasziikséges legmagasabb fokszamu egyittha-
tok meghatarozhat6k, amelyek kéedékként szolgalnak a tdbbi egyitthatd megoldafndato
inhomogén rekurziébdl szarmazd haromatlés egyemdszer szaméra. Ezek utdn az dsszes kisebb
fokszamu csonkitasi egyitthaté a felirt haromagiggenletrendszer megoldasaval gyorsaéalkt-
hato.

Elészor réviden attekintjik a kilvitett Stokes-féle fiiggvéngbszarmazd csonkitasi egyuttha-
tok Paul (1983) altal kidolgozott rekurziv szamiglgrasat, majd demonstraljuk, hogy miért valik
instabilla Paul (1983) eljarasa magasabb fokszasoalkitasi egyitthatok esetében. Ezutan ismer-
tetjuk az &ltalunk kidolgozott numerikus kvadratjeanely Glaser et al. (2007) eljardsat hasznalja a
Legendre-polinomok (vagy figgvények) gydkhelyeimegkeresésére, valamint a sziikséges flgg-
vényértékek szamitasara. A kovetkeEszben azokat a vizsgalatokat targyaljuk, ametyek/é-
geztiink a kvadratira pontossaganak becslésérel kégiitatunk arra, hogy milyen tovabbi terile-
teken lehetséges a szamitasi eljarasunk alkalmazasa

2 A kibévitett Stokes-féle fliggvény csonkitdsi egyltthatéirk szamitdsa Paul (1983) médsze-
rével

Amint mar emlitettik, a kibvitett Stokes-féle integralra abban az esetbenseékségink, ha az

azonos potencialértékvalodi és normal szintfellletek tavolsagat nenmemgérszinten, hanem a
tengerszint feleth magassagban kivanjuk meghatarozni. Ebben az atlbegr a szamitasi és adat-
pont ¢ gombi szogtavolsagatol fugdtibsvitett Stokes-féle fliggvény szerepel

—OoX+
S(U,X):J—502X+2Ta—301_—30'len%, (1)

ahol L(o,x) =+1-20x+0? , x=cosy, 0 =R/(R+h) ésR valamilyen kézepes féldsugar érték
(pl. 6371 km). Az 1. dbra bemutatja ezt a fliggvédmyiom kildnbé& o(h) szamitasi magassag-

ban. A kibvitett Stokes-féle fliggvényhez tartozé csonkit@siliéhatok szamitasara Paul (1983)
adott eljarast. Mivel a Stokes-féle integral duftett alakja magaban foglalja az eredeti integsalt
igy elég ezzel az integréllal foglalkoznunk.
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1. abra. A kibévitett Stokes-féle fiiggvény abraja harom kuloribdé(n) szamitasi magassagban

A kibévitett Stokes-féle fliggvény csonkitasi egyutthadaiblabbi integrélokkal definialjuk
‘0
Q.(0.t) = [S(0, 9P, (Ydx, n=2,3,.. )
-1

ahol t, =cosy, ésy, a csonkitasi sugar, vagyis a gémbi sapka alaksb lzéha hatarahoz tartozo
gombi szdgtavolsag ég,(x) n-ed fokd Legendre-polinom.

Paul (1983) szamitasi eljarasa azon alapul, hdg@y kifejezésbe beirjuk a kilvitett Stokes-féle
faggvényt (1) és tagonként integralunk»azaltozo szerint. 1gyQ, (o,t,) szamitasa sorrendben az
alabbi rész-integralok szamitasara bomlik szét:

Qn (Uato) =0l n(tO) _502Jn(t0) + 20A1(Uato) -3 Dn (U-to) -30? En (U-to) ) (3)

ahol I, J,, A,, D,, E, a megfeld rész-integrélokat jeldlik. Ezutan mindegyik réagegral
kiszamitasahoz Paul (1983) rekurziv eljarast éslkib értékeket ad, amelyekkel a ndvékvfok-
szamok iranyaban elvileg tetdeges fokszamig ezek meghatarozhatok, és segite@igQk(o,t,)
szamitasa is megoldhat6 a (3) kifejezéstMegjegyezziik, hogy Paul (1983) cikkében Bz-re
kozolt (38) kifejezés harmadik tagja hibas, mert hianyzik 8ggs oszto; ezen kivil B, és E,
értékek is A, -t6l fuggnek.) A Paul (1983) altal kdzolt rekurzidspefliggéseket fogjuk hasznélni a
(3) egyenletben szerépbsszes rész-integral gyors kiszamitasarahaek kivételével.

Magasabbn fokszamokra vizsgélva az algoritmust ugyanis alzaké, hogy A, szamitasaval
problémak vannak (2. abra). Ennek az a jés#dge, hogy ha nem tudjuk pontosan kiszamitani az
A, egyutthatokat, akkor a (3) képlet is hibas eredmémg adni. A kdvetkedkben részletesen
megvizsgaljuk ezt a kérdést és megmutatjuk, hogglkisebbo értékekre az eljaras miért valik
sziikségszden instabilla keben magas fokszam esetében.
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2. abra. Az A, egyltthatok Paul (1983)-féle rekurzios szamitdsamagasabb fokszamon jelentkeastabilitisa @ = 0,95
ésc = 0,96 paraméter értékekre. A rekurziéval szamédékekn = 600 illetven = 750 utan nyilvanval6éan rosszak
3 A, rekurziv szamitasanak stabilitasvizsgalata

A kozolt rekurzios szamitasi 0sszefliggés (Paul 18&3aldbbi médon teremt kapcsolatot harom
egymas utan kovetk8Zokszamu A, A, és A, egylitthatd kozott

_2n+1 1+0*)A(a.t) — 1, ()L 2n+3

AL =200 p 022 (@), @
ahol
)= [ ROJO, A1) =] 2 (52, b)

A lineéris differenciaegyenletekre vonatkozban igenés magyar nyelvszakirodalom all rendel-
kezésre, ezért a kovetkdden tomoren attekintjik a sziukséges alapfogalmékatp (1984) és
Elaydi (2005) nyoman. Az érdekds olvasé magyar nyelven Bege (2005) és Rézsa (19wdei-
ben talalhat tovabbi részleteket.

Valamelym-edrend (m> 1) inhomogédineéris differenciaegyenlet

iA(n)y(n+i)= f(n) (6)

az alébbi kezdeti feltételeket kiel&g#gyértelni megoldassal rendelkezik barmedy o4, ... , a1,
allanddk és tetsitegesj > 0 egész esetén

y(j+m=a,, O<ism-1. @)
A (6)-nak megfelél homogén(zérus jobboldall) differenciaegyenlet linearisaggetlen megolda-
sainak{y™(n)}, 1< h<m halmazatlapmegoldasak nevezzik és a homogén rendszer barmelyik
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megoldasa kifejezhétezek linearis kombinacidjaként. Egy ilyen alapsadt példaul igy adhatunk
meg

yP(n) =3,4,, 0<ns<m-1, 1<hs<m, (8)

ahol g ; a Kronecker-fele delta. A (6) inhomogén egyenletiglyik y(n) megoldasa kifejezhétaz
alapmegoldas elemeinek linearis kombinacioja évé@menyp(n) partikularis megoldaa 6ssze-
geként. Az altalunk vizsgalt (4) rekurzio is (6alal, masodfokik(= 2) inhomogén linearis diffe-
renciaegyenlet, amelyet az alabbi métrixos alaiitink at (Wimp 1984)

y(n)+A(n)y(n+1) = f(n), 9
ahol n>1 esetében
2n+11+0? 2n+3 o 2n+1L
An)=| 2n-1 o 2n-1 ,y(n):{A"(a'tO)}, f(n=| 2n-1c ()| (10)
An(o.t)
-1 0 0
Legyen most
YO =[yom yOm) (11)

a (9) egyenlethez tartoz6 homogén egyenlet (8)nadgoldasaibdl allé Gralapmatrix (Casorati-
matrix), ahol y®(n) és y®(n) a két alapmegoldas, valamini(n) a (6) rekurzié szamitani kivant
egzakt megoldasa, tovabba jeléljﬂﬂ]ﬂl valamilyen alkalmas vektor normét. Az

a(k) =supa(k,n) = su ;H
n>k
stabilitasi indexmegmutatja mind a homogén, mind az inhomogén rékustabilitasat, azr(k, n)

pedig azt, hogy a rekurzid fokszamnal jelentkézrelativ hibaja hogyan viszonyulkafokszamnal
levs kezdeti relativ hibahoz. Ennek az 6sszefliggésrekezetését lasd Wimp (1984, 6-7. 0.). Ha
a(k) <, akkor a (6) rekurzi6 stabilv(n) eloretartd szamitaséaralapontban.

A minket érdekd esetben a (11) alapméatrixoka 0 értékhez tartozd (0) alapmatrixbol ve-
zethetjiuk le. Legyen aX (0) alapmatrix egységmatrix, tehat ez a két (8) steailapmegoldas,

MG (12)

vagyis y® (0)=[1 0]" és y?(0)=[0 1]" oszlopvektoraibdl all. A homogén rendszgf (n) és
y@(n) alapmegoldasait levezettik ag® (0) és y®@ (0)-bdl a rekurzié szamitogépes algebrai
rendszerrel tortéhmegoldasaval, a kapott megoldasokat éliztiik, és azt talaltuk, hogy minde-
gyik kielégiti a (6)-nak megfelélhomogén differenciaegyenletet. Az igy kapott alapmn > 1-re

n+l

Pn—2 (t) Pn—l (t) v Un_z - Un u 0-”‘1 o
1 on-1 2n-1)1-0°) (@n-D@I-o?

Y() = 2n-1 2n-1|_ ( )( ) )( ) , (13)
Pn—l(t) Pn(t) 1/0.n—1_a.n+1 1/0_n_0.n+2
2n+l 2n+l] | 2n+)(1-0%) (@n+DQL-0?)

aholt = (1+0)?/ 0. Az Y (n) méatrix masodik alakja nagyolsbfokszamok 1§ > 50) esetében nume-
rikusan kedveidbb tulajdonsagu, igy a tovabbiakban ezt hasznéltuk.

Az A, egyitthatok szamitdsa kapcsan meghatéroztldgg a (0,n) mennyiségek alakulasat
két kulonbod t,csonkitasi sugarra ar(h) szamitasi magassag és mZokszam fuggvényében
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(2. abra). Ez a mennyiség a rekurziv szamitas saréadott fokszamig elveszrtékes decimalis
szdmjegyek szaméat mutatja. Az abrakrdl jol latszk hogy o = 096 paraméter értékre (aminek

h = 265 km magassag — nagyjabél a GOCE mesterséigppalyamagassaga — felel meg) a szami-
tas soran a vizsgalt csonkitasi sugar értékekre=850 fokszamra mar az 6sszes |IEEE 754 szab-
vany szerinti duplapontos (16) szamjegy elvészradmény egyetlen értékes jegyet sem tartalmaz.
Ez azn érték j6 6sszhangban van azzal, amit a 3. abthatlink. Azt is megallapithatjuk, hogy a
pontossadgromlas kevésbé fligg a valasztott csonkitgartdl, sokkal inkdbb a szdmitasi magassag
flggvénye. A vizsgalatunk szerint az alapfeliiletfgaoidhoz) kdzeli pontokban a szamitas Iénye-
gében stabilnak tekinthigtviszont jelenisebb magassagban adretarté rekurziés szamitas telje-
sen hasznalhatatlanna valik.

Azt gondolhatnank, hogy visszafelé (azaz csokkerk iranydban) haladva a rekurzié szikség-
szefien stabilla valik. Amos és Burgmeier (1973) azonbwmuyallapitja, hogy bizonyos esetekben
sem az dretartd, sem a visszafelé haladé rekurzié nemlstabben az esetben a megoldgast
remérték-feladatmegoldasaval hatarozhatjuk meg. Rézsa (1974) aalédlon targyalja a masod-
rendi linearis differenciaegyenletekre vonatkozé pereéhéeladatot és a megoldandd haromatlés
(kontinuans) egyenletrendszert. Ezt az eljarasjufogni is kdvetni, mert a vizsgalataink szerint
azA, egyltthatdk szamitdsa numerikusan egyik iranybamsabil.

Tekintsik tehat a (4) masodréndihhomogén linearis differenciaegyenletet. Ezt rebds
egyutthatokkal aza,y,,, +b,y, +c,y,, =—d, alakban irhatjuk fel, aho}, a differenciaegyenlet
keresett megoldasa. Legyenek @zés y, ismert értékek. R6zsa (1974) és Gautschi (196a@) ny

man a masodrefidegyenletet felirhatjuk valamely adadtt fokszamig lineéaris algebrai egyenlet-
rendszerként, amelynek egyutthaté matrixa kontiauan

b1 a 0 0 0 Y1 - C_I_yOdl
G bz , 0 0 Y, - dz

: 3 B : . (14)
0 0 Cn-2 bN—Z Ay || Yn-2 - dN—2

0 O 0 Cna bN—l Yn-1 _aN—lyN_dN—l

A megoldashoz nyilvan szikségiink van awzs y, kezdértékek ismeretére. Ay, kezdérték
esetlinkben az (5b) kifejezéssel adajt(o,t,) rész-integral. Ennek tébbezmafokszamra tortéh
eloallitasara célszéen alkalmazhaté az a kvadratdra eljaras, amelkéwatkes részben ismerte-
tink. A vizsgalataink szerint tizezres fokszamigpeaemérték-feladatb6l a (14) egyenletrendszer
megoldasaval kapo#, egyitthatok dupla pontossagig szaméezeregyeznek a kvadratlrabdl sza-
mitott értékekkel.

Ez az eljaras természetesen nem csak az 0s&7Zest,) rész-integral, hanem &, (o,t,)
csonkitasi egyltthatok szamitasahoz is medfeliszont a szamitasi édcsokkentése érdekében
elényben részesitjuk majd @, (o, t,) -ek meghatarozasa sorén a Paul (1983) altal kéekilirzios
Osszefliggéseket, és a mondottak szerint csak éz,t,) rész-integralok stabil szamitaséat végez-
zuk el a peremérték-feladatb6l szarmazoé (14) lisefgyenletrendszer megoldasaval.

4 Numerikus kvadratlra a csonkitasi integralok szénitasahoz

A kibgdvitett Stokes-féle fliggvény (2) dsszefliggésseltachuinkitasi egyltthatdinak szamitasa a
[-1, tg] tartomanyban olyan fliggvény integralasat jeleartiely ebben a tartomanyban akar tébbezer
zérushellyel is rendelkezhet. Ehhez hasonl6 integr@dddnak szdmos matematikai é€s fizikai prob-
[éméban, és a szakirodalomban tobbféle eljaraslutdt ezek kiszamitasara (Milovan6vi99s,
Keller és Wdny 2010). Ezek a modszerek kéi tsoportba sorolhaték. Az egyikben az
integrandusban szeréph fokszammal jellemzett fliggvények sajatos 0sszefsigigg hasznositjak a
kvadratlra szamsZemegoldasa soran. A masikban a numerikus integédtidisinos eljarasainak az
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3. abra. Az A, egyitthatok szamitasa soran addtikszamig elveszértékes szamjegyek szama

integrandus sajatos szerkezetéhez igazitott vadtivzdkalmazzak. Ez utébbi mdédszer esetében az
egyik jarhaté ut az, hogy az integrandus zérushélyeott integralunk. Mi is ezt az egysibb
maodszert hasznaljuk a csonkitasi integral téégesn fokszamhoz tartozo értékének szamiszer
elééllithsahoz.

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy ha az integrmuzéwushelyei az[ b] tartomanyban ax,
pontokban vannak(= 1, 2, ...,n), ahola<x; <X, ... <X, < b, akkor minden egyesy Xx.1] rész-
intervallumban valamilyen megfetekvadratira szaballyal kiszamithatjuk az integré#t,a teljes
integralt ezek 6sszegeként allithatjulé.eErre a célra a Lobatto-szabdly a Gausgendre-
szabalynal jobbnakiihik, mivel ez a szabaly az integralasi intervalllmagpontjaiban felvett
fuggvényértékeket (ez esetlinkben zérus) is fellddiszrigy nagyobb pontossagot érhetiink el vele
(Krommer és Uberhuber 1998).

A (2) csonkitasi egyutthatok szamitdsahoz a moakiatapjan aP,(x) Legendre-polinomok

zérushelyei kozo6tti Lobatto-szabaly szerinti infdgst valasztottuk.

A numerikus analizisben gyakran sziikséges a Leggmmimomok gyokeinek szamitdsa a Ga-
uss-szabdly szerinti kvadratira osztopontjainakhatgozasahoz (Glaser et al. 2007). Magas fok-
szamu Legendre-polinomok esetében hatékony gyditkatgoritmussal a numerikus integralashoz
szilkséges szamitasidichagymértékben lecsokkentetErre a célra dolgoztadk ki Glaser et al.
(2007) a gyokkerésalgoritmusukat, amely a korabban ismert eljaraabkkemben a Legendre-
polinomok fokszaméaval nem négyzetesen, &@v), hanem egyenes aranyban novieky{n) sza-
mitasi idben képes meghatarozni egy adBf{x) Legendre-polinondsszegyyokét. Ez az eljaras
akkor vélik fontossa, ha magasabipolinom fokszamra kell meghataroznunk szarnisaemlz 9sz-
szes gyok értékét.

Ennek az eljarasnak tovabbi, szamunkra fontosasgaga az, hogy a szamitds soran minden
esetben élllitja a Taylor-sorat az éppen kiszamitott gyokHelzelében. Ez a Taylor-sor a gyok-
kereséssel parhuzamosan felhasznalhat&az[;] részintervallum Lobatto-szabdly szerinti 0szt6-
pontjaiban a Legendre-polinom fliggvényértékeindadasahoz, igy régtdn az adott részinterval-
lumra vett integrél is szams#en meghatarozhato.

A kovetked részben réviden attekintjik Glaser et al. 2007kggite$ eljardsat. Ez az eljards ugyan
altalanosabb érvéry és tobbfajta fiiggvény (pl. Bessel-figgvények, rles- és Laguerre-
polinomok gydkkereséshez is hasznalhatd) de mospéacs a szdmunkra érdekes Legendre-
polinomokra vonatkoz6 véltozataval foglalkozunk.
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4.1 Glaser, Liu és Rokhlin gytkkeresési eljaradsadgendre-polinomokra

Roviden dsszefoglalva, a Glaser et al. 2007 algoista kovetkgzépésekbl all:
1. azelss pontos gyokhely meghatarozasa
2. akovetkeZ pontos gytkhely meghatérozasesger ismételve):
a) kovetked gyokhelykdzelitése
b) mredrend Taylor-sor szamitasa pontos gydkhelyen
c) pontos gydkhelikeresése Newton-Raphson médszerrel
Mivel az el$ pontos gyokhely meghatarozdsa (az 1) |épés) sigeesete 2)-nek, ezértéskzor az
algoritmus masodik lépésével foglalkozunk.
A kozelitt gyokhely meghatarozdsa azon alapul, hogy a Leggmalinomok — kilénésen ma-
gasabb fokszam esetén — két egymast Kowees X,,, gyokhelyik kozott valamilyep korfrek-

vencidju P,(x) = asin(pX) trigonometrikus fliggvénnyel helyettesitlet
Ezt a kifejezést haromszor derivalva

|

F/(x)= apcodpx), Ri(x)= ~ap’sin(px), P," (x)= -ap® codpx) (15)
kapjuk, és az. gyokhelyen (ahoP, ( ) 0) ap korfrekvencia kiszamithaté

—- P"’( )
16
P PR (10)

A kovetked X,,, gyokhelyX,,, kozelitése (4. dbra)

Xo=% + 2
k+1 k p
A Newton-Raphson gyodkkereséshez mind a fiiggvérkegkténind az el$ derivaltak szamitasara
sziikség van, ezért fel kell irni a Legendre-polinkrés el§ derivaltjaikm-ed rend Taylor-sorait a

pontos X, gyckhelyen

(17)

P.(Y) = zp(' (_Xk)(x %), (18)
Rog=3 X gy, (19)
iz (-

4. abra. A Legendre-polinomok kdzelitgyokhelyének meghatarozasa
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A szuikséges derivaltak szamités@drendig a pontosk, gyokhelyen ismert 0. és 1. renderival-
takbdl torténik, az alabbi rekurziés 6sszefliggé&Skiser et al. 2007):

L=x*)RI? (%) = 2(j +) xR (X) ~[n(n+D) = j(j +DIR (X,) - (20)

A Taylor-sorfejtésm maximdlis rendje numerikusan hatarozhaté6 meg. iedraényekhez dupla-
pontos szamitas esetében Glaser et al. (2007hszeri 30 elegend pontossagot nyujt.

A kovetked pontos gyokhely megkeresése a jol ismert NewtophRan mddszerrel térténik, az
alabbi 6sszefliggés szerint (5. abra)

_ Pn'(xi) ’ (21)
R(%)
aholx, x.1 a gyokhely két egymas utani kozelitése.

A tapasztalataink szerint a numerikus gyokkeresg$b€’ pontossaggal atlagosan csak 4 itera-
ci6 szlikséges. A Legendre-polinom Taylor-sorat@kggresés utan felhasznaljuk ag ki.1] rész-
intervallum Lobatto-szabaly szerinti osztopontjailzapolinom fliggvényértékeinek szamitasahoz.
igy rogtén az adott részintervallumra vett integsazamszéien meghatarozhato.

Az el pontos gyokhely szamitasa a fentiekhez hasonldganik. Eltérés csak abban van,
hogy paros ill. paratlan fokszam esetében az= 0 pontban a polinom derivaltja ill. a polinom
maga vesz fel zérus értéket. Ezen kivil a paropéllatlan fokszdmu Legendre-polinomok az ori-
goban koszinusz ill. szinusz fliggvényekkel kdzelith. Ebbl kévetkezik az, hogy paros foksza-
mu polinom esetén nem a (13)-as 6sszefliggés érvehgrem helyette eggyel alacsonyabb iiend
derivaltakkal kell szamitani pkorfrekvenciat. Paros és paratlan fokszam eset#t t

p= ,L”(O) , illetve p= ,_'2“—‘4(0) . (22a, 22b)
PZn (0) P2n+1 (0)

Az x = 0 pontban a Taylor-sorhoz szilkséges magasablaii@kat a (20)-es kifejezés értelemszer
alkalmazéasa szolgéltatja.

X =%

5. abra. A Legendre-polinomok gydkhelyének meghatarozasatdleRaphson modszerrel
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5 Sz&mszei vizsgalatok

A numerikus integréalds pontossagvizsgélata telébtat az egyik lehéség a kibvitett Stokes-féle
fliggvényre vonatkoz6

Qn(0,1)=}8(0, x)Pn(x)dx:n—%lo”ﬂ, n=2,3,.. (23)

ismert 6sszefliggés alkalmazasa (Chuanding et 98)1&z esetben a szamithat6é csonkitasi egytt-
hatok maximalis fokszama a gyakorlatban™d tényes miatt korlatozott a duplapontos aritmeti-
kaval még abrézolhato6 legkisebb szam miatt (IEEEsZRbvany szerint ez kb. 2,2°3%%. A nume-
rikus integralassal kiszamitott egyitthatok eltéraég23) dsszefliggéssel meghatarozhatodeién
értékekél az elvégzett vizsgalataink szerint 12 osztopokt@iratiraval megfelel a szamabrazolas
pontossaganak. Viszont kiseblfiokszam mellett szilkséges lehet az osztépontak&zak novelé-

se.

A fenti megallapitdsok @&, = 0° csonkitasi sugéar esetén érvényesekl EtErS csonkitasi suga-
rat felvéve mar nem tudjuk zart alakban kiszamitamsonkitasi egyitthatokat. Ellenben azt meg
tudjuk vizsgalni, hogy a Gauss—Lobatto osztopostdmat valtoztatva mennyit valtozik a kiszami-
tott érték. Amennyiben ez a véltozas megfelel alahgntos szamabrazolas pontossaganak, akkor
az eredményt elfogadhaténak tekinthetjik.

A csonkitasi sugéar és a csonkitési egyitthaté fokémnak fllggvényében vizsgaltuk az egyitt-
hatok szamitasdhoz szilkséges Gauss-Lobatto ostikipsmaméat. A részleteket mitve azt
mondhatjuk, hogy &ltaldban elegéndolt 12 osztépont felvétele, de alacsony foksz&nkiéebb
csonkitasi sugar mellett szilkséges volt megnderisztopontok szadmat. Ugyanez mondhato el a
o paraméter értékének névelédéeMegjegyezzilk, hogy a Gauss—Lobatto pontok szaikabvelé-
se (12-61 40-re) csupan mintegy 5-10%-al novelte a csosk#gyitthatok szamitasi idejét.

A Taylor-sor maximalism fokszdmat valtoztatva azt tapasztaltuk, hogy asaltan = 30 valo-
ban még an = 10000 fokszamu egyitthaté szamitdsahoz is eiégeontossagot nyujt. A Taylor-
sorm fokszamat 15-re csékkentve a relativ pontossagmadig 1,5% alatt maradt, és n2rtékét
csokkentve ez csak tovabb javult (pk 100 esetén 2,3- TR

A 2. pontban targyalt, at,, J,, A,, D,, E, rész-integralok Paul (1983)-féle rekurzioés szami-
tasan alapul6 eljaras pontossagat is megvizsgaltelmészetesen a 3. pontban mondottak szerint
az A, egyitthatokat nem Paul eljdrasaval, hanem a (1dfjirktdins méatrixd egyenletrendszer segit-
ségével allitottuk él Kiszamitottuk minden vizsgéitt fokszdmra a (3) dsszefuggés bal oldalat az
ismertetett numerikus kvadratiraval, és a jobbloRiaul (1983)1,, J,, D,, E, rész-integrélokra

vonatkoz6 rekurzios eljardsaval. Az igy nyert kédléet 6sszevetettilk egymassal.

Az 1. tablazatban lathaté abszolut hibak azt makathogy az alacsony fokszamu egyutthatok
(n < 20) kivételével a rekurziv Gton illetve numemskintegralassal kiszamitott eredmény ésszhangja
megfelel a duplapontos szaméabrazolas pontossaganak.

Amint lattuk, az elérhétpontossag tobb tény@dl is fiigg, a szamunkra szilkséges konkrét ese-
tekben ezért mindig tanacsos a szamitas pontosadggamitandé legkisebb csonkitasi sugarat, a
legnagyobhs paraméter értéket, valamint a legkiseblokszamot tekintetbe véve megvizsgélni, és
ez alapjan megallapitani a Gauss—Lobatto pontak&tza

1. tAblazat. Rekurziv Gton illetve numerikus integralassal kipsonkitasi egyutthatok valamint eltéréseik kbidb n
fokszamok ég, = 10°-0s csonkitasi sugar esetérs(0,95)

fokszam rekurzidval numerikus integraldssal eltérés

10 -0.07904714216828351 -0.07904714208990553 084.1

20 -0.02146583768883698 -0.02146583768883655 D341

50 -0.01135267159672885 -0.01135267159672892 oti-1
500 0.0003620570900584294 0.0003620570900582837  6-10%
1000 0.0001122758028367139 0.0001122758028364619 52-1B'°

10000 3.559671083027893:4.0 3.559671082829714-f0 1.98-10¢
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A csonkitasi egyitthatok kvadratiraval tottédaszamitasanak ideje az elvégzett vizsgalataiek sz
rint (ahogyan varhat6 volt) egyenesen aranyos giatdmton fokszamaval. Ezt mutatja a 6. abra.
Az éltalunk javasolt rekurziés szamitdssaldazzesgyiitthaté kiszAmitasa valamely maximalis
fokszamig az abran lathatéhez tartozo iéinél csupan kb. 30%-al tébbdidigényel. Az abran az is
lathato, hogy a Taylor-sor fokszamanak névelésganimértékben befolyasolta a szamitas idejét.

6 Osszefoglalas

A jelen tanulméanyban ismertetett szamitasi eljighstiséget biztosit a kivitett Stokes-féle fligg-
vény csonkitasi egyltthatdinak pontos és stabim#Zg&ahoz egészen magas fokszamig {0000).

A cikkben hatékony eljarast javasoltunk erre a dzsra. Kimutattuk, hogy a Paul (1983)-féle
rekurziv szamitasi eljaras azért valik instabillfpparaméterek megvalasztasatol faiggobbnyire
néhanyszor szaz) fokszamra, mert a szamitashozéged,, rész-egyitthatok szamitasa pontatlan.
Ezeknek a rész-egyutthatéknak a szamitasahoz kigtolgk egy kontinudns métrixud lineéris egyen-
letrendszer megoldasan alapul6 eljarast, amelyhgeramértéket magas fokszama Legendre-
polinomokkal felirt kvadratira szolgéltatja.

A kibdvitett Stokes-féle fliggvény magas fokszamu csosik@gyitthatoinak kiszamitasahoz
kidolgoztunk egy olyan numerikus kvadratirat, amekyfontos része a Legendre-polinomok fok-
szaméaval linedrisan névekgzamitasi iddj gydkkered algoritmus és a gydkhelyeken felirt Taylor-
sorfejtések alkalmazasa a Legendre-polinomok sa&ar. Megvizsgéltuk kulonb®zsonkitasi
sugar és fokszam értékekre a numerikus kvadratimopsagat.

A médszer a bemutatottnal altalanosabb esetbeaszniilhatd. Valamely adott fliggvény igen ma-
gas fokszamu Legendre-polinommal vett szorzatidlggrak szamitadséara is alkalmas lehet tetsz
leges alaptartoményon. llyen integralok, mint eetlitk, gyakran éfordulnak a fizikai geodézia-
ban.
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6. dbra. A kibdvitett Stokes-féle fliggvény csonkitasi egylitthatkiszamitasi idejen= 30 fokszamu Taylor-sorral, 12
osztépontos Gauss—Lobatto numerikus kvadratraval).7 ésyo= 30° csonkitasi sugar esetén. Rzdeterminacios
egyltthaté azt mutatja, hogy a szamitasijé koveti szaggatott vonallal jel6lt origén atnéekiegyenlits egyenest. A jobb
also kisebb abran a szamitasi idthatd a Taylor-sam fokszama fliggvényében az 10000 egyitthatéra
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Mésik lehetségként utalunk a Legendre-polinonmidrivaltjaival vett szorzatintegralok szamitasa-
ra tetsBleges tartomanyon. Bar a Glaser és masok (200A)bkkgre$ algoritmust el§sorban
ortogonalis polinomokra, tobbek kdzott Legendrespmhokra dolgoztak ki, de a polinomok deri-
véltjainak gyokkeresésére is alkalmas. Mivel baymeddrendi hozzarendelt (asszocialt) Legendre-
fuggvény kifejezhet a megfelad n-edfokl Legendre-polinomedrend derivaltjaval, igy az eljaras
felhasznalhat6 ezek gyokkereséséhez is.

Amikor az E6tvos-inga mérési eredményeit — amelyelehézségi érderivaltjai, illetve ezek
kombinaciéi — bevonjuk a fizikai geodézia peremi&atadataiba, hasonlé csonkitasi integralokhoz
jutunk. Fontos példa a fuglpges (vertikalis) gradiens meghatarozdsa az Eéngis/al mérhet
vizszintes gradiensek felhasznalasaval. igy a batottitszamitasi eljaras ezek esetében is jol alkal-
mazhatd. A jodbeni kutatasaink céljai kozott ez is szerepel.

Kdszonetnyilvanitaskoszonjik biraléink, Bartha Gabor és Benedek Jaidékes javaslatait, ame-
lyek hasznosnak bizonyultak a cikk javitott valtdreak elkészitése soran.
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OPTIMALIS GEOMETRIA KIALAKITASA DELAUNAY-
HAROMSZOGELESSEL FUGG OVONAL-ELHAJLAS
INTERPOLACIO CELJARA

Ultmann Zitd VVélgyesi LajoS

=« s Creating optimal geometry by Delaunay triangulatidior interpolation of deflection of

the vertical— Creating the optimal geometry of the interpolatioet is an important part of the
computation of deflection of the vertical based Twrsion balance measurements. The triangle
chain fitting to the torsion balance stations shibbke designed to be adequate for the interpolation,
and the distances between the adjacent points dhmeiiminimal and the curvature gradients be-
tween that selected torsion balance points shoeld® linear as it possible. So far this task has
been performed manually with a huge slave worlh&urhore we did not always succeed in finding
the optimal geometry. Delaunay triangulation offersmew opportunity to solve the problem by
computer. Selecting the most suitable pairs of ggoihe automatic creation of the interpolation
network has been succeeded by an appropriate roatiifin of the Delaunay triangulation.

Keywords: Torsion balance, deflection of the vertical, trilnghain, interpolation, Delaunay trian-
gulation

Az interpolacids haldzat geometriajanak megéeledlakitasa fontos lépése az E6tvos-inga mérések
alapjan végzett fudyonal-elhajlas interpolacionak. A mérési pontoKkiesiztett haromszog lanco-
latokat ugy célszérkialakitani, hogy a lehétlegrovidebb tavolsdgok adddjanak, és a haromszdg-
oldalak mentén a gorbuleti gradiensek megvaltozasahetségekhez képest leginkabb linearis
legyen. Eddig az interpolacios eljards soran eldpaést manudlisan oldottuk meg, ami egyrészt
oriasi munkat jelentett, masrészt nem minden esettkerilt kialakitani az optimalis geometriat. A
probléma szamitogépes megoldaséara a Delaunay-h#igeiés kinal lehéséget. Ennek megfetel
moédositasaval sikeriilt a legalkalmasabb pontpaerkdésével automatizalni a halézati geometria
kialakitasat a fugonal-elhajlas interpolacié céljara.

Kulcsszavak: EotvOs-inga, fugévonal-elhajlas, haromszdg lancolat, interpolaciéelaDnay-
haromszogelés

1 Fuggivonal-elhajlas interpolacié Eotvos-inga mérések atgan

Az 1. abran lathaté tetdlegesP; ésPy pont kozott a fug@vonal elhajlas dsszetélir A& €s Az
megvaltozasa (Bir6 et al. 2013) és az Eo6tvos-inigdnahed W, ésW,, gorbuleti gradiensek kap-
csolatat az

koAW1 :
mﬁ DE[(AWnS)i + (AWns)k] m = g(Agki sing;, _A”ki Cosaik) (1)
Osszefliggés adja meg, ahol a
AW, =%(WA ~U,)sin2ay, +(W, -U)cos2a, , @)

amelyben adt), és azl,, az E6tvOs-ingaval mértieW, ésW,, gorbileti gradiensek normalértékei
(Volgyesi 1993, 1995). Az (1) integrélnak a trapétegralformulaval kdzelitése azonban csak ak-
kor lehetséges, ha a két pont kozott a gradienakézédsa linearisnak tekintldetAmennyiben nem
csak két pont kozoétt, hanem nagyobb dsszéfiggileten szeretnénk fugepnal-elhajlds interpo-
laciét végezni, akkor a terlletet haromszodghaltefaldve tovabbi két

Adq+AG +AS, =0 és Ang +An; +An, =0 3

"BME, Altalanos- és Felgeodézia Tanszék, 1111 Budapestedyetem rkp.3.
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1. bra. Az interpolaciés hal6zat pontjai

Osszefiiggés irhaté fel valamennyi haromszogre (8ig1993), mivel az egyes haromszdgeken
kérbehaladva ady; ésAyy 6sszegeknek zérust kell adniuk.

Nagyobb dsszefudgtertleten, ahol &, és aP, ponton ismertek a fuggonal-elhajlas 6sszete-
vok értékei (1. dbra), az alabbi 6sszefliggésekih&bk (Volgyesi 1993):

n-1

iA‘zHl,i =&, ¢ és ZA”iﬂ,i =n,-1,. 4)

Ekkor, ha az adott tertileten megfélgontdiriségben allnak rendelkezésre Edtvds-inga mérések,
elvégezhet a fliggivonal-elhajlas interpolacio.

Az interpolacio fontos lépése az EOtvos-inga mépésitokhoz illeszkedl olyan interpolacios
hél6zat kialakitasa, melyet alkoté haromszdgpomtdéhet legkdzelebb helyezkednek el egymas-
hoz képest Ugy, hogy a haromszdgoldalak mentérriaitgii gradiensek megvaltozasa a lébét
gekhez képest leginkabb linearis legyen. Kordbbardern szamitastechnika altal kinalt 1ékét
geket kihasznalva olyan szoftvert készitettlnk, lgrae E6tvos-inga mérések felhasznalasaval akar
lancolat mentén, akar tetdeges nagyobb terliletet beboritdé haldézatokra kepdtiggivonal-
elhajlas értékeket automatikusan meghatarozni (&8ig1993, 1995, 2012). A szoftver hasznalata
soradn az egyetlen nehézséget az jelentette, hogytexrpolacids haldézat pontjait az adatbazisbol
nekink kellett kivalogatni, és a haromszéghalozdalait alkotdé pontparok kivalasztasa is csak
manualisan volt lehetséges. Ez nagyobb terlletekérshatalmas munka, rdadasul igy nehezen
biztosithaté az optimalis halozati geometria kidkda.

Mostani célunk olyan algoritmus elkészitése vottely a Delaunay-haromszégelés alapelvét
felhasznélva képes az interpolacios halézati gedenatitomatikus kialakitasara.

2 A Delaunay-haromszogelés

A Delaunay-haromszogelés a szamitogépes grafikiflbaue a térinformatikaban alapven elter-
jedt fellletkép# algoritmus, szamos sikeres korabbi geodéziai mi&ahsat ismerjik felllet-
interpolaciora (pl. Kalméar 1994, 2000; Nagy et 8D%). Bemenetként minden esetben két- vagy
haromdimenziés pontfethszolgal, kimenetként pedig a pontokra illesztdgalis haromszégek
csucspontjainak azonositoit kapjuk. Mostani esdignkelegendl a kétdimenziés esettel foglalkoz-
nunk, mivel most nem fellletet szeretnénk kialakjtaanem csak pontparokat keresiink, amelyek-
kel egyszei sikbeli hAromsz6g-hélézatot kivanunk 1étrehozni.

Az idedlis Delaunay-haromszogek létrehozasara okfiddszer terjedt el, viszont valamennyi
algoritmus kozos tulajdonsaga, hogy:

- a kapott haromszdgek koré irt kérén belil nem edgdhet el a pontfetimek egyetlen to-
vabbi eleme sem, legfeljebb a kérokon lehet maxirdypont,

- az eljarasok a haromszoégek legkisebb dsligét maximalizaljak az Gan. Delaunay-feltétel
szerint (Lee és Schachter 1980), torekedve szab&§mmszogek kialakitasara,

- a Delaunay-haromszogek koré irhaté korék kozéppmatk 6sszekotésével kapjuk az Un.
Voronoi-cellakat (Lee és Schachter 1980).

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



OPTIMALIS GEOMETRIA KIALAKITASBELAUNA¥HAROMSZOGELESSEL 65

A 2. abra a Delaunay-haromszégelés alapelvét sitethl@hol azA, B, C, ...,F a pontfellé pontjai,
0, pedig a haromszdgek koré irhato korok kdzéppojejal.

A Delaunay-haromszogek keresésekor a legfontosgts|annak eldéntése, hogy valanialy
pont a vizsgalABC haromszdg kéré irhatd kdrokon belll vagy kivilkeekedik-e el. Ez a kérdés a

Xa Yo XatVa 1
X XX+y? 1
X Yo Xetye 1
X Yo Xotys 1

matrix determinansénak kiszamitasaval dostieét;, y; a pontok vizszintes koordinatéi). Ameny-
nyiben a determinans értéke pozitiv, akkdd @ont a kéron belil fekszik, és a Iétrehozott harom
sz6g nem tekinthétDelaunay-haromszdgnek.

A haromszdgek kialakitasara leginkabb elterjedorimusok azlcsere azinkrementalisés az
oszd meg és uralkod]goritmusok (Shewchuk 1997). Ezeknek szamos tufeglbsztett valtozata is
sziletett.

Az élcsere (flipping) algoritmus a kezdeti harongedd |étrehozasa utan vizsgélja a Delaunay-
feltételeket. A 3.abran latha#®-B-C-D pontok alapjan két szomszédos haromszég 6sszekapcs
saval létrej6¥ négyszogekben dsszehasonlitjia az egymassal szdewefu+o illetve f+y) bels
szdgek Osszegét. A kétféheBC ésBDC vagy ACD ésBAD haromszogpar kozil azt a felbontast
vélasztja, ahol a szemben debeld szogek dsszege kisebb mint 180° (esetlinkben &B&zés
BDC haromszdg, mivel az$d)<180°, {3+y)>180°). Ezt a valasztast medsiti, hogy a 3. abran
lathatéan &D pont azABC haromszdg koré irt folytonos vonallal jelolt kérkivil esik, mig aB
pont azACD pontok koré irt szaggatott vonallal jel6lt kdréelld helyezkedik el.

2. abra. A Delaunay-haromszogelés alapelvének magyarazata

3. dbra. Delaunay bels szog kritériuma
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Amennyiben a 4 pont egyetlen kérdn helyezkedikpkl 4 2. abran &8, D, E, F pontok), akkor
mindkét felosztas egyarant megfélel

Az inkrementalis (Bowyer-Watson) algoritmus (Bowylé¥81) szerint a pontfedh teljesen ma-
gaba foglalé5,S;S; haromszog (4. dbra) létrehozésa utan a ponthalmak gontjat (pl. @B pontot)
vélasztva a szaggatott vonallal hatarolt tovabboimgzdgek jonnek létre. Az (j haromszdgek koré
irhaté korok metsz halmazaban talalhaté G (f) ponton keresztil képdnek az UGjS,BE, BSE
illetve S EES haromszégek, mikdzben a megg S,BS haromszoget torodlni kell. A folyamat ismét-
16d6 (rekurziv) médon folytathaté, mig az 6sszes ponéna illeszkedik haromszoghalo.

Az oszd meg és uralkod]j alapelverikiidé algoritmus a ponthalmazt az 5. abran lathat6 médon
két (esetleg tobb) kisebb részre osztja, utanaggesef, ésS,) részeken éHllitjia a Delaunay-
haromszdghalot, végul a részek dsszekapcsolastkkiile
A vizsgalataink szerint az esetiinkben mindharonorétgus j6l alkalmazhat6, némi kilénbség a
szamitogépes futasidden mutatkozott.

A bemutatott harom alaptipust Ruppert (1995) alapetdbben tovabbfejlesztették. A fejleszté-
sek mindegyike tovabbi (Un. Steiner-) pontokkéliti az adott ponthalmazt, igy optimalizalva a
haromszdghéalézat kialakitasat. Az egyes méodszereb@llitott diritett hAromszoghélok kismér-
tékben kiléonbdznek egymastél.

3 Vizsgélatok a Cegléd-kornyéki teszt-terlleten

Koradbban szamos vizsgélatot végeztink az Eodtvasvalgrészletesen felmért Cegléd kornyéki
teszt-terlileten a fliggonal-elhajlas interpolacidra vonatkozéan. Addranlathatdé mintegy 1200

km? kiterjedés teriileten az ELGldleg 1949-1950. évi méréséibszarmazo 206 Edtvos-inga mé-
rési pont, 3 asztrogeodéziai és 3 asztrogravinmeioiat talalhato. Az E6tvds-inga allomasok helyét
kerek pontok jeldlik (felettiik a mérési pont szaaifiva haromszogek az asztrogeodéziai, d&ett
korék pedig az asztrogravimetriai pontok. A keregDV koordinatak lathatok. Azért valasztottuk
ezt a terlletet a vizsgalataink céljara, mert aadbathatéd valtozo poritgiség miatt magyarorszagi

4. dbra. Az inkrementdlis algoritmus magyarazata

Si S,

5. bra. Az oszd meg és uralkod)goritmus alapelve

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



viszonyok kozott itt a legnehezebb az interpolabiéi®zat automatikus @llitasa. A terllet a pont-
siiriiség tekintetében harom kilonléézEszre oszthaté. A 6. abran a ,2” és a ,3” szamjalaktt
terlleten a pontok egymastél mért tdvolsaga éditeteeloszlasa megfelel az atlagos magyarorsza-
gi sikvidéki viszonyoknak (itt az atlagos pditsség 2, illetve 3-3.5 km), azonban az abraéfels
részén az ,1” jdl terileten Pilis és Albertirsa kdzelében az E6ings mérési allomasokat az atla-
gos alfdldi gyakorlattél eltéen nagyobb ponisiséggel telepitették. Ez a rész Godistlombsag

déli nydlvanya, ahol az Eétvds-ingaval mééhgtadiensek valtozasa markansabb, igy ezen a tagol-
tabb topografigju, "zavartabb" terlleten az ésgklét nagyobb (atlagosan 1-1.5 km) pidritség-

gel végezték. Az adott mérési pontokra a korabbanudlisan illesztett interpolaciés hélézat a 7.

OPTIMALIS GEOMETRIA KIALAKITASBELAUNA¥HAROMSZOGELESSEL

abran tanulmanyozhato.
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A Delaunay-hadromszdgelés alapelvét alkalmazé, dktges pontfelét fellletté alakité szoftverek-
nek tobb fajtaja Iétezik mi a MATLAB programot haszndltuk. Ennek berdeadatai a pontok
kétdimenzioés koordinatéi, kimenete pedig a Delauhdayomszdgek csucspontjai. A MATLAB
szoftverbe épitett Delaunay-haromszdgelést &dgadul altal a teszt-teriletiinkresallitott hal6za-

tot a 8. abran mutatjuk be. A teriilet szélein jider nem kivanatos haromsz6gek arra figyelmez-
tetnek, hogy a mddszer tovabbi finomitasokat iggnygyanis a széleken kialakitott haromszogek
pontjai kozott olyan nagy tavolsagok adédtak, amlelgsetében egészen biztosan nem teljesil az
interpolacié legfontosabb kdvetelménye, miszeritt deomszédos pont kdzott a gorbileti gradien-
sek megvaltozasanak lineérisnak kell lennitik. Réaalda folosleges haromszégoldalakra tovabbi
egyenleteket irunk fel Ujabb informéacié (méréskiklami valamilyen mértékben biztosan torzitja
az alakmatrix sulyviszonyainak megvéltozasan keiész ismeretlen fligiyonal-elhajlasok érté-
két.

A problémat egyébként az okozza, hogy a MATLAB Dekay-algoritmusa mindenképpen lét-
rehozza a ponthalmaz konvex burkold gorbéjét, ezighil el kell allitanunk a konkav burkold
gorbét, a nem kivanatos haromszégek elhagyasaval.

A konkav burkolégorbe éébllitasara a szakirodalom alapjan tobb lékéfy kinalkozik (pl.
Ruppert 1995). Hazai példaként Kalmar (1994) aesatl keletkef elnydjtott haromszégek kiki-
szbbolésére a ponthalmazt kiegészitette 4 (kergttgdalgy, hogy ez a négyszdg az 6sszes alappon-
tot mar tartalmazza, és a 4 ponttal kiegészitatth@dmazra végezte el a haromszog-lefedést, majd
az Osszes, keretpontokra illesz&dtiromszoget kihagyta a végsaromszoglefedésb Mi inkabb
a hadromszogoldalak hossza aranyanak vizsgélatpuoldlaljarast alkalmaztuk (ezzel az egy#ibéer
eljarassal ugyanis nem csak a terillet szélein,rhanterilet belsejében ad6dé kedsten harom-
szdgoldalak is kisrhe®k). A haromszdgoldalak hossza aranyanak vizsgalal@puld eljarasnak
az a lényege, hogy valamennyidlitott Delaunay-haromszégekre megallapithaté pgy a/b
(minimalis / maximalis oldalhossz) arany, amelyp@a ki lehet sirni az olyan haromszogeket,
amelyek alakja jelefisen eltér az E6tvos-inga mérési allomasok teréleszlasara leginkabb jel-
lemz5 egyend oldali hdromszogek alakjatédl. Ezt a 9. abran sziatiik, ahol pl. a 2-es jelha-
romszog legkisebh oldala és a legnagyoliboldala hosszanak aranya meghaladja a fepveti/2
kiiszobértéket, igy ezt a haromszdget ezénészalapjan kizarhatjuk azéektesen éallitott ha-
romszoégek kozdl.
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8. &bra. Delaunay-haromszdégelésseidlitott haldzat, a terllet szélein jelentkerm kivanatos haromszdgekkel
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9. abra. Alkalmatlan formaji Delaunay-haromszog kiszse az oldalhosszak aranya alapjan

Az oldalhosszak aranyan alapuldiss esetében legnehezebb feladat a megfeledldalarany
megallapitasa. A teszt-terliletinkon tobbféle oldaigl siréssel probalkoztunk. A 10. és a 11.
abran ap = 2/3, illetve ap = 1/2 kiiszobértékhez illeszkedhalozati konfiguraciot hasonlithatjuk
0ssze. A két halézat jeldisen kilonbdzik egymastol, a 10. abran lathaté dlaztdalsfirés” aldo-
zata lett, mig @ = 1/2 értékhez tartoz6 kép gyakorlatilag megedyeazr. 4bran bemutatott manua-
lisan meghatarozott haldzattal. Raadasul itt a relg-haromszdgeléssel kialakitott nagyobb pont-
siirisédi felss haldzatrész jobban is illeszkedik az alatta ekmhed ritkabb pontérisédi haldézat-
részhez, mivel révidebb oldalakkal csatlakozik titkegymashoz.

4 Fuggivonal-elhajlas interpolacio a kilonbos kialakitdsu halézatokon

Az els részben mar emlitett szoftveriinkkel 6sszehasoglimitasokat végeztink a kulonboz
geometriai kialakitasu halézatokra. Kordbban atseothasznalata sordn nehézséget jelentett, hogy
az interpolacios héalézat pontjait az adatbazisleélink kellett kivalogatni, és a haromszoghaldzat
oldalait alkot6 pontparok kivalasztasat sem tudiutomatizalni. Ez nagyobb teriletek esetén igen
nagy munka volt és eddig nem vizsgaltuk behatélazasem, hogy a hal6zat geometriai elrendezé-
se milyen hatassal van az interpolaciéra. Mogiszir nyilt lehgiségink Delaunay-harom-
szdgeléssel automatikusaallitott interpolacids halézatra is elvégezni ansiztasokat és dsszeha-
sonlitani az eredményeket a korabbi hal6zatrapotalt értékekkel.
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Osszehasonlité szamitasainkat a 7. abran lathaé&bixan manualisan Iétrehozott haldzatra és a 11.
abran lathaté Delaunay-haromszogeléssel a nem &bsrharomszégek megfeiekiszirésével
kialakitott interpolacios hélézatra végeztik eltehilleten taldlhaté (haromszdgekkel jel6lt) harom
asztrogeodéziai pontban ismert faggnal-elhajlas adatok az interpolacié kiindulé Eeié mig a
dupla korokkel jelolt 13, 14 és 27 fehsztrogravimetriai pont (Bir6 és masok 2013) igrfigygs-
vonal-elhajlas értékei ellérzésre szolgaltak. A fliggonal-elhajlasoké és 7 6sszeteinek az
ellendrzé pontokban ismert, és a két kilonbdrdldzatra interpolalt értékeit az 1. és a 2. téildan
foglaltuk 6ssze. Az efsoszlopban az ellénzé pont szamat, a masodikban az asztrogravimetriai
Uton meghatérozott elléreé értékeket, a tdbbi oszlopban pedig a szamitotydignal-elhajlas
értékeket, illetve az eltéréseket lathatjuk szogmpsrc értékben. Mindkét tablazat utolsé soraban
az interpoldlt és az ismert dsszélekilonbségének abszolit értékebzamitott atlagos eltéréseket
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11. &bra.A p=1/2 oldalaranyu széssel adod6 megoldas eltérése a jeldlt részeken
a 7. abran lathaté manudlisan készitett valtozattol

tintettik fel.

1. tablazat. A fliggovonal-elhajlasolf dsszetetjének adott és interpolalt értékei,
valamint ezek eltérései egymastol

&[] Asztrograv. Manualis hal6zatra Delaunay hal6zatra
Pont Adott Szamitott  Eltérés  Szamitott  Eltérés
13 5.31 5.64 0.33 5.62 0.31
14 5.27 4.27 -1.00 4.42 -0.85
27 4.80 6.04 1.24 5.95 1.15
0.86 0.77

2. tablazat. A figgsvonal-elhajlasoky sszetedjének adott és interpolalt értékei,
valamint ezek eltérései egymastol

n[’]  Asztrograv. Manualis hal6zatra Delaunay hal6zatra
Pont Adott Szamitott  Eltérés  Szamitott  Eltérés
13 3.12 1.83 -1.30 2.01 -1.11
14 3.30 1.90 -1.40 2.09 -1.21
27 5.42 1.56 -3.86 1.59 -3.83

2.18 2.05
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A tablazatok adatai alapjan megallapithatd, hogykomabban manualisan és a Delaunay-
haromszogeléssel kialakitott hal6zatra elvégzédrpolaciés szamitasok eredményei alig térnek el
egymastol. Ez egyértelian bizonyitja, hogy sikeriilt megfeteln automatizalni az interpolécios
halézat kialakitasat, hiszen az erre meghataréizggvonal-elhajlasok gyakorlatilag megegyeznek
a kordbban manualisan kialakitott hal6zatra szatréttékekkel. Ugyanakkor — ha minimalis mér-
tékben is, de a Delaunay-haromszdgeléssel kiatakiterpolacios hal6zat esetében kaptuk a legki-
sebb eltéréseket az adott és az interpolalt értkéebitt. Ez azt jelenti, hogy esetlinkben a Cegléd
kornyéki teszt-terlleten a Delaunay-haromszogelésmbvezbb interpolacios geometriat sikerilt
kialakitanunk, mint manualisan.

Ebbsl azonban még altalanosan nem kévetkeztethetliak Bogy a Delaunay-haromszdgeléssel
minden esetben kialakithaté az optimdlis interpoR@eometria, ennek igazolasahoz kevésnek
tiinik a rendelkezésre all6 harom eberd pont. Ugyanakkor az is igaz, hogy ez tikrézi aald@hos
magyarorszagi viszonyokat, ennél nagyobb pofisegben egyéte sehol nem allnak rendelkezés-
re flgdivonal-elhajlas adatok. Ennek vizsgalatara tovabainstasok sziikségesek, az 6sszehasonli-
té vizsgalatokat érdemes mas terlleten, mas elrédd&odtvos-inga mérési allomasok esetén is
elvégezni.

Végeztink kisérleti szamitdsokat szintetikus addédhasznaldsaval is, amelyben megtelel
mennyisé{ pontot biztositottunk az ellérzésre. Mas iranyl kutatasaink mérési anyagabdleten
kezésunkre &llt a budapesti Matyas-hegy terlletédskletes topografiai térképe és ismertik a
barlangiregek altal okozott tomeghianyok gravitadiatasat is (Ultmann 2009), igy erre a modellre
ki tudtuk szadmitani mind a nehézsédi gradienseit mind a figgonal-elhajlas 6sszeték értéke-
it. A szilkséges gradiensek és a fiiggnal-elhajlas 0sszeték szamitasat a PolyGrav programmal
hajtottuk végre (Toth és E@eR010). Az igy meghatarozott mintegy 113 szintetilagattal tobb
kilbnbdz kombinacioban is elvégeztik a fiiygpnal-elhajlas interpolaciot, és az elbiexd pon-
tokban minden esetben tized masodperc korili egpdet kaptunk a manudlisan, és a Delaunay-
haromszogeléssel kialakitott hal6zati geometrédiées. Ez is az automatizalt modszerrel kialakitott
interpolaciés geometria hasznélhatésagat igazolteel szamotte¥ kilonbség nem adddott a sza-
mitasok kozott.

Hatra van még annak igazolasa, hogy a Delaunay+tentigeléssel minden esetben kialakithatd
olyan optimalis halézati geometria, amelyre a lbpjdiigdsvonal-elhajlas értékek interpolalhatok.
Ennek igazolasahoz a Cegléd kornyéki teszt-tentiletierérzés céljara még szamos pontban méreé-
sekkel kellene meghatarozzuk tovabbi figanal-elhajlas értékeket. Erreded lathatéan rovid ith
belul j6 lehebség fog kinalkozni.

5 Osszefoglalas

Az Ebtvds-inga mérések alapjan végeshigiggivonal-elhajlas interpolacié eddigi legmunkaigé-
nyesebb fazisa és egyben a leggyengébb lancszemtegmlacids halézat optimalis geometriaja-
nak kialakitdsa volt. Ezt a lépést sikerlilt autdnddnunk a Delaunay-haromszdgelés alapelvének
felhasznalasaval és specialis finomitasaval. Tovdszletes vizsgalatokat terveziink arra vonatko-
z0an, hogy a halozat geometridjanak kialakitastiggelembe véve az E6tvos-inga mérések terile-
ti eloszlasat, valasztasi lelieég esetén azokat a haromszdgoldalakat részesltsijben, amelyek
mentén jobban biztositott \&/, és aW,, gorbuleti gradiensek két pont kozotti linearistvahsa.
Ehhez mar ki kell 1épniink a MATLAB koérnyezetdlés sajat fejlesztésszoftver megirasara lesz
szikség.

KdszonetnyilvanitasKkutatasaink a 76231 sz. OTKA tamogatasaval folydakEotvos-inga adatok
az ELGI (ma mar MFGI) 1949. és 1950. évi mérédeflzdrmaznak. A munka szakmai tartalma
kapcsolédik a ,Uj tehetséggondozd programok éstéistk a Miegyetem tudomanyosithelyei-
ben” cimii projekt szakmai célkizéseinek megvaldsitasahoz. A projekt megvalosita3stMOP-
4.2.2.B-10/1-2010-0009 program tamogatja. Kapcsbl&m/abba a ,Mibségorientalt, 6sszehan-
golt oktatdsi és K+F+| stratégia, valamintikidési modell kidolgozasa a {Mgyetemen” cirin
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projekt szakmai célkiizéseinek megvaldsitasahoz. A projekt megvalosi@saiMFT TAMOP-
4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0002 program tamogatja.
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A DUNASZEKCSOI FOLDCSUSZAMLAS MOZGASI
TENDENCIAJA ES MODELLJE KOORDINATAID OSOROK
ALAPJAN

Banyai LaszI§ Mentes Gyulg Ujvari Gabor”’ Gribovszki Katalil Papp Gabat

S
zass  Motion tendency and model of the landslide in Dunakc$ deduced from coordinate

time series— The monitoring network established on the highkbafiriver Danube at Dunaszekcs
was measured 22 times in the last five years. Mtegiated 3D adjustment of GPS baselines lev-
elled height differences and total station measemshallow for qualifying the applied observation
technique, furthermore the investigation and madglof movement tendencies using the coordi-
nate time series. This time series of monitoringnigoproperly characterize the movements of pri-
mary and secondary rapture zones. The movemengneies of properly defined phases are char-
acterised by the accelerations and velocities deieed by least squares adjustment and Kalman-
filter approach as well. Based on geodetic datadiieamic model of movements is proposed.

Keywords: landslide, geodetic monitoring, movement tendedgypamic model

A dunaszekés magasparton létesitett geodéziai mozgasvizsghktizatot az elmult 6t év soran
huszonkét alkalommal mértik meg. A GPS vektorskingéezett magassagkulénbségek és @daher
loméas méréseinek integrélt haromdimenzios kiegyssileheivé teszi az alkalmazott mérési tech-

,,,,,

vizsgélatat és modellezését. A mozgasvizsgalatopdoordinata idsorai jol jellemzik az etille-

ges és a masodlagosan kialakuld torési zona moigésanozgasi tendencidkat a jol definialhatd
mozgasi szakaszok sebességének és gyorsulasakislebbgnégyzetes meghatarozasaval és Kal-
man-szréssel is modelleztiik. A geodéziai adatok alapjamagasok dinamikai modelljére tesziink
javaslatot.

Kulcsszavak:foldcsuszamlas, geodéziai monitoring, mozgas teridedinamikai modell
1 Elézmények

A dunaszekdd partcsuszamlasokkal kapcsolatos vizsgélatokrdb tinagyar €s angol nydilv
anyagban is rendszeresen beszamoltunk. A geolégigeomorfoldgiai hatteret, a tervezett vizsga-
latokat, valamint az efseredményeket Ujvari et al. (2009a, 2009b, 2008njlmanyai foglaltak
Ossze. A kulonbdz geodéziai mérések integralt 3D kiegyenlitésérelgmbzott eljardst Banyai
(2011a, 2011b) tanulmanyai mutatjak be.

A geodéziai mérések szamanak névekedésével (agyebffsi idd mulasaval) egyre t6bb isme-
retre tettlink szert a mozgasok jellénel kapcsolatban. A mozgasi vektorokiéls térbeli valtoza-
saibdl valamint a @lésméb adatok elemzésébtovabbi beszamolok késziltek (Mentes et al. 2011,
2012; Ujvari et al. 2011).

Ebben a tanulmanyban a koordinatésiorok kinematikai és dinamikai elemzésére kidolgiozo
eljarasokat és a levonhato tapasztalatokat fogldlgsze. Az adatok alapjan felvazolhat6é dinamikai
modellt nemzetkdzi konferencian is bemutattuk (Barmey al. 2012).

2 A vizsgalatok adatai és modszerei

2012 végére 22 mérési kampanyt hajtottunk végreinfenziv leszakadas miatti pontpusztulasok-
kal és az idkdzben szilkségessé vald (j pontokkal egyiitt 5 demabeton mépillér és 35 moz-
géasvizsgalati pont koordinata valtozasait hatatorteg az el idéponthoz viszonyitva gy, hogy a
méspillérek koordinata valtozasainak négyzettsszegéinmalizaltuk. Az igy meghatéarozott valto-
zasok alapjan a hal6zat horizontélis megbizhatdésagam, a magassagi megbizhatésagot 3 mm

"MTA CSFKI GGlI, 9400 Sopron, Csatkai u. 6-8.
E-mail: banyai ki.hu
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kdzéphibaval jellemezhetjiik a WGS-84 koordinatadszerben. Egy mérésiddonton belil azon-
ban a pontok koordinataibdl szamithat6 magassagkéigek a szabatos szintezés kovetkeztében
joval kedvesbb értékek.

Annak ellenére, hogy azddorok mar énmagukban is sok mindent elarulnak, zgé&stendenci-
akat kinematikai modell (mésodfoku polinom) ille&sdvel és Kalman-s@ssel is megvizsgaltuk.

2.1 A jellegzetes pontok koordinata idsorai

Ebben az anyagban a déli teriilet harom jellegzetesjanak vizsgalatat mutatjuk be. Az 1000
szamu pont kezdetben a déli torési zona mozdutalanekintett részét jellemezte. Az (] torési
zbna megjelenését kovenn azonban ez a pont is mozgasnak indult. Az 19828 pont még most

is mozdulatlannak tekinth&t Ugyanakkor a 2003 szamul pont részt vett az inteleszakadasi
fazisban, és az utbmozgasokat is j0l reprezentljaellegzetes mozgasgorbéket a 1-3. dbrak mutat-
jak be. A 2. abran az 1002 pont valtozasait a kieszgasok miatt eltérméretaranyban mutatjuk. A
3. abrat két részre bontottuk, az intenziv leszakasbtti (2008. februar 22 = 2008.145) és utani
intervallumokra. Mivel a pont északi iranyba 1.5&,rkeleti irdnyba 2.52 m-t mozdult el az abra
jobboldalan csak a részletes vizsgalatunk targgae® magassagi valtozast abrazoltuk. Mivel az
1003 pont valtozasai ellentétben az 1000 és 2088 kéval csak 1-2 cm értéken beliil mozognak a
mérési bizonytalansagok is jobban felismefkeA magassagi gorbén a 2. és 13piohtok kiugra-
nak a gorbe jellegzetes lefutasabdl, ezért a nkoenizsgalatokbdl is kimaradtak, annak ellenére,
hogy az értékek a becsilt megbizhatésag tartomangahek. Ugyanez igaz az 1000 pont 8- id
pontbeli értékére is, ami a méretarany miatt ke¢éathato.
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1. dbra. Az 1000 pont koordinata valtozasai (m)
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3. &bra. Az 2003 pont magassagi valtozasai (m) — a bal ioddeih jeldlései azonosak az 1. és 2. dbraéval

Az intenziv leszakadas&t mindharom pont sillyédtendenciat mutatott, az 1000 és 1003 pontok
esetében néhany mm, a 2003 pontnal a 10 cm tarfdraanA leszakadas utan az 1000 és 1003
pontok kezdetben megemelkedtek (1), majd isméysdil tendenciat mutattak, amely a 1003 pont-
nél az eredeti nulla ke#drtékhez konvergél. Az 1000 pontnal a 2008.5-2008t&rvallumban,
ellentétben a 2003 ponttal, csak nagyon kis sidigethpasztaltunk. A 2009.56jgbntot kdveden
azonban az 1000 és 2003 pontok szinte azonos nggmsuléd sillyedést mutattak, ami az 1000
pont mellett egy Gjabb térési zona kialakuldsadhezetett. Maga a térési zéna, amireljeleztink,
csak 2010-ben jelent meg a felszinen.

A 1. és 3. &bra magasséagi gorbéi még egy jellesgéfet mutatnak. 2010 és 2012 nyaran a
sullyedések jeletisen csokkentek, 2011-ben ez nem ilyen egyéfielte a gorbén itt is kisebb
térés mutatkozik. Ez a jelenség valésistg a nyari szarazabb, kevésbe nedvészakkal magya-
razhaté, amikor a Duna vizéllasa is joval alacsbhya

2.2 Az idssorok numerikus vizsgalatanak médszerei

Valamely mennyiség itbeli valtozasat altalaban algebrai polinomok ségisel lehet leirni. A
kinematikaban méasodfokl polinomokat alkalmaznak] ala Gt id szerinti el§ derivaltja a sebes-
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ség, a masodik a gyorsulas és a harmadik ackémék. A polinom harom fliggvény 6sszegiéb
irhato fel

S]_:S y
S, =vt ,
1
s3=5at2, (1)

sk=s+vt+%at2 ,
Sy =v+at ,

ahols a konstans ke#@rték,v a konstans sebességa konstans gyorsulas, a kinematikus poli-
nom, s, a pillanatnyi sebesség egyenese (a polinothadsivaltja) ég az ids. Az egyes paraméte-
rek és az il kdzott nagyon szoros az Osszefiiggés. A0 idépontbans, = s, $, = v és azs;
fuggvény itt veszi fel a szélértékét. Aza eldjelétsl fuggetlendl azs, éss; figgvénynek is van
csokkerd és novek¥ szakasza is. Pozitiw esetében a fuggvény feléirhomora (konvex) és a
pillanatnyi sebesség egyenese emdiketkgativa esetében a figgvény dombord (konkav) és a
pillanatnyi sebesség egyenesediejtA fliggvények legérdekesebb tulajdonsaga azoabamogy az
s3 €ss;, fuggvények lefutdsa teljesen azonos, de,aparabola szétgrtéke a tébbi ponttal egyutt
[-v/a ; s — v?/2a] vektorral eltolt helyzetbe keriil ag fliiggvényhez viszonyitva. Ennek a gya-
korlati alkalmazas soran nagyon fontos kévetkezraévgnnak.

Valamely méréstl (vagy meghatérozashol) szarmaz6é mennyiségekhmiban csak onkénye-
sen megvalasztott dgpontokat tudunk hozzarendelni (nem ismerjik azt.adépontot, amihez az
ésv konstansok tartoznak), ezért az adatsorhoz csak az

5k=50+v0At+%aAt2 @)

flggvényt tudjuk illeszteni, ahot =t — t, , t, a kezd idépont, s, a pillanatnyi figgvény érték
ésv, a pillanatnyi sebességaidépontban. A becsilt értékek

So=s+v(t—t)+ sa(t—t)? 3
vo=v+al(t—tg)

tartalmazzak az ésv konstans értékeket is, dg ismeretének hianydban ezek nem becsékhek
pillanatnyi értékek azonban akkor is létezneks v értékek is nulldk. Ha = 0, vagyis a fligg-
vény egyenessé fajul, akkor (3) alapjagsv is meghatarozhaté (egyenes vonall egyenletes moz-
gas).

A mozgasi folyamat becsiillieparamétereit a vizualisan definialhatd intervalbldman a ha-
gyomanyos legkisebb négyzetes kiegyenlitéssel kunjaghatarozni. A kidolgozott eljarasnal az
intervallumok kezdpontjaban keressik ag, v, ésa értékeket. Az egyittes kiegyenlitésbetirel
hatjuk, hogy valamely igintervallum utolsé és a kdvetkémtervallum kezépontjanak felegjében

« afiliggvény értékek azonosak legyenek (néetsg),

« afluggvény értékek és az @lderivaltak (a pillanatnyi sebességek) is azondsgye-
nek (simulé atmenet), vagy

* akétintervallum koz6tt ne legyen kényszerkapaqodanpa, szakadés).

Alternativaként megvizsgaltuk a kinematikus mozgsselet paramétereinek dinamikus Kalman-
sziréssel tortéh meghatarozasat is, ahol mérésigdntonként Ujs, v, ésa pillanatnyi értékeket
becsilhetiink. Statikus Kalmangsasnél idben nem valtozé paramétereket becsiiinénk I1épésenkén
egyre pontosabban.

A Kalméan-s#irésnél (Husti et al. 2000, Teunissen 2001) azdtfiiggvényt (2) alapjan az

Si 1 At 05 At2][Si-1
X =vi[=]0 1 At || Diea
a; 0 0 1

ai—1

=T 4
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Osszefliggéssel irhatjuk le, affohz atviteli matrixx;_, az ebz6 idépontban becslt allapotvektor,
At =t; — t;_, az idintervallum ésx’; az atvitellbl szamitott érték. A variancia-kovariancia matrix

Qxll- =T Qa?i_th +0Qn, )

aholQy,_, az ebzé idépontban becsult variancia kovariancia matria,transzponalt matrixot jeloli,

és aQ,, matrixszal a masodfokd modell bizonytalansagaetldbgyelembe venni. A kdzvetlen
méréseket és azok pontossagat a

bi =A x’i és Qbi (6)

linearis megfigyelési egyenlettel és@,, variancia-kovariancia matrixszal lehet figyelenmiasni,

ahol b; az ismeretlenekhez kapcsolédé méréseked @&z egyiitthatd matrixot jeldli. Az allapot
vektor a kdvetkez 6sszefiiggésekkel frissitibet

’x\i = x’i + K(bl —A x’i)
Q)?l' = (I - KA) Qxli ’ (7)
K = Qx’i At ( Qbi + A QX',: At)_l

aholK a Kalman- vagy nyereségmatrix Baz egységmatrix.

A gyakorlati vizsgalatok soran mindig csak a kdeatkidéponttal frissitjik a becslést, ezért
csak egy mennyiséget tartalmazA8s=[1 0 0], ami Iényegesen megkdnnyiti a (7) 6sszefiiggé-
sek kiszamitasat. A modell alkalmazhatosaga tokbettt azx, kezdsértékek, &z, @ €S aQy,
mennyiségek megfelglkivalasztasatol, a ,hangolastol” is jelésen fligg. Esetiinkben a képa-
ramétereket a hagyomanyos kiegyenlité§ gltervallumanak becsilt értékei alapjan is figyehe
vehetjik. Az egyik legfontosabb tényea Q,, €s Q,, mennyiségek felvétele. Ha@,, értékeit
nullanak valasztanank, a méerésenkénti osaigzsoran &, matrixban a kdzéphibak egyre ki-

sebbek lennének ésxg; értékek egyre kisebb korrekciokat kapnanak. Agpahtonként alkalma-
zott Q,,, matrixszal ez a hatas csokkenthet

2.3 A numerikus vizsgélatok eredményei

Ebben az anyagban csak a magassagi valtozasolakizggoglaljuk 6ssze, mivel ezek a legjelleg-
zetesebbek, annak ellenére, hogy a vizszinteszédlok is hasonld szakaszossagot mutatnak (1-3.
abrak).

Elsé Iépésben a vizualisan kijel6lt szakaszokat vizegéh hagyomanyos kiegyenlitéssel, majd
az el$ intervallum kezd értékeivel elvégeztik a Kalméanisast. A hangolasndl a kovetkexari-
anciakat alkalmaztulkQ,,, = (0.003%;0.005%;0.010) és Qj, = (0.003%). A 4-6. brakon mutatjuk
be a Kalman-dzés eredményeit.

Az eljarast lényegében az adatsorolirégére, simitasara éed jelzésére talaltak ki. Esetiink-
ben a stréhatas csak részben jelentkezett, de a sebessémissilgs gorbék szamssen is ki-
emelték azokat a helyeket, ahol az adatokban adkréizudlisan is feltételezliét Azokon a sza-
kaszokon, ahol a pillanatnyi sebességek kozel exppnés a gyorsulasok is kicsit valtoznak, az
adatpontok hasonl6 viselkedését tételezhetjiikkiét. adatpont kdzotti gyors véaltozasok edtdu-
lajdonsagu szakaszokat, szakadasokat jeleznek.

A 4-6. abrak alapjan Iényegében hasonl6 tulajdainsagkaszokat definialhatunk, még akkor is,
ha azok nem azonos mértékben jelentkeztek az ggyaskndl. Ezekben a szakaszokban a hagyo-
manyos kiegyenlitéssel meghataroztuk a (2) 6ssgéfilen definialt paramétereket. Azokat az
adatpontokat, amelyek vizudlisan is kiugro értékimédnthetk kihagytuk az adatfeldolgozasbol.

Az 1000 és 1002 pontokndl az intenziv leszakadé&s dtnappal még sillyedést, 9 nappal ké-
s6bb méar emelkedést tapasztaltunk. Ez a# gitervallum, ahol szakadast tételeztiink fel. A 200
pontnal ez a szakasz egyjmbnttal rovidebb.
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mért és sirt értékek(m), pillanatnyi sebességékn/év) és gyorsulasokm/év?)

Az 1000 és 2003 pontok kovetkekét intervallumanal a kbzel egy éves adathidnpugh atmenet-
tel modelleztiik. Az utolsé intervallum csak harodawt tartalmaz, ezért itt nincsenek f6los méreé-
sek.

Az illesztések szamsZeeredményeit, a szakaszok kézdépontjara vonatkozé pillanatnyi se-
bességeket és a konstans gyorsulasokat kdzéphabdalkiitt az 1-3. tAblazatok tartalmazzak. A
sullyedési gorbéket és a pillanatnyi gyorsulasaka9. abrak mutatjak be.

A tablazatok és az 4brak értelmezésénél & eszben mondottak mellett a kdvetkeszem-
pontokat célszdérfigyelembe venni. Ha a geodéziaban szokasos mfidigtelezzik, hogy a mérési
javitasok normalis eloszlastak, akkor a becslltkék és kdzéphibaik aranya Student-eloszlast
kovet. Minél nagyobb ez az érték, annal szignifd@bb, pontosabban meghatarozhaté a paraméter.
Ezeket az aranyokat azonos intervallumra vonatkozésszeil 6sszehasonlitani.
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5. &bra. A 1002 pont magassagi valtozasainak vizsgalata &&lsziréssel,
mért és sirt értékek(m), pillanatnyi sebességékn/év) és gyorsulasokm/év?)
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6. &bra. A 2003 pont magassagi valtozasainak vizsgalata &&lsziréssel,
mért és sirt értékek(m), pillanatnyi sebességékn/év) és gyorsulasokm/év?)
1. tAblazat. Az 1000 pont magassagvaltozasainak kinematikampéterei
o, és o, akezd paraméterekg az egység sulyi mérések kdzéphibaja
no. id5 intervallum adatok v, Oy ay Oq
decimalis évbeny) szama m/y) (m/y?)
1 2007.756 — 2008.156 4 0.0052.0100 -0.0935 0.0465
2 2008.249 — 2009.463 3 0.004@.0032 -0.0153 0.0042
simulé atmenet
3 2009.693 - 2010.225 3 -0.025%.0016 -0.0810 0.0095
4  2010.455-2011.299 4 -0.0663.0047 -0.0837 0.0104
5 2011.512 - 2012.241 4 -0.0872.0057 -0.1309 0.0143
6 2012.433 - 2012.819 3 -0.168P.0113  0.1517 0.0591
o = 0.0008(mM)
2. tAblazat. Az 1002 pont magassagvaltozasainak kinematikai paraméterei
o, és g, akezd paraméterekg az egység sulyi mérések kézéphibaja
no. ids intervallum adatok Vo oy ao 0,
decimalis évbeny) szama m/y) (m/y?)
1 2007.756 - 2008.156 4 0.005(0.0065 -0.0422 0.0301
2 2008.249 - 2009.693 4 0.0079.0012 -0.0097 0.0011
simulé atmenet
3 2009.885-2011.299 5 -0.0060-0006 (.0044 0.0008
simulé atmenet
4 2011.512- 2012.819 6 -0.000®-0005 -0.0000 0.0011
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o = 0.0005(mM)

3. tAblazat. A 2003 pont magassagvaltozasainak kinematikainpéterei
o, és o, akezd paraméterekg az egység sulyd mérések kdzéphibaja

No. [d6 intervallum Adatok Vo o, ao O,
decimalis évbermy() szama (m/y) (m/y?)
1 2007.756 - 2007.951 4 -0.5939.0988 (.8814 0.9481
2 2008.156 - 2008.660 3 -0.0744.0172  0.0508 0.0280

simulé atmenet

3 2009.463 - 2010.225 4 -0.0349.0043 -0.0163 0.0172
4  2010.455-2011.299 4 -0.0644.0223 -0.0518 0.0491
5 2011.512-2012.241 4 -0.1352.0267  0.0419 0.0674
6 2012.433-2012.819 3 -0.1608.0535 (0.2759 0.2792
o = 0.0039(M)
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7. dbra. Az 1000 pont magassagi valtozasai hagyomanyos éigiggssel,
meért és sirt értékek(m), pillanatnyi sebességékn/év)
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8. abra. Az 1002 pont magassagi valtozasai hagyomanyos éiefigssel,
mért és sirt értékek(m), pillanatnyi sebességékn/év)
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9. abra. Az 2003 pont magassagi valtozasai hagyomanyos érgfigssel,
meért és sirt értékek fn), pillanatnyi sebességekn(év)

Az aranyok mellett azt is célsfemegnézni, hogy egységnyidichlatt av, vagy az a,/2 érték
okoz-e nagyobb valtozast. Ezek alapjan vizsgalkatjagy melyik a dominansabb komponens.

A tablazatokbdl kiinik, hogy az egység sulyunak tekintett mérések pdoib&ja ¢) a 2003
pontnal a legnagyobb. Ez az &lt intervallum adatainak a hatasa, amely kdzmétlaz intenziv
leszakadas étti és utani szakasz.

Az 1000 és 1002 pontok élszakasza nagyon hasonlé képet mutat, mindkétezsetimegativ
gyorsulas a szignifikans komponens (domboru lefutsit kis pozitiv sebesség csokkenés kovet.

A kdvetked szakasz kezdeténél mind a két pont pozitiv ugesselkedést) mutat. A viselkedé-
stk innét mar eltér A 1002 pont az emelkedést kdsen sullyed, majd az eredeti értékhez konver-
gal (8. abra).

A 2003 pont el§ szakaszanal a nagy negativ sebesség a dominszéanazdten nagy, de a ki-
egyenlités szempontjabdl nem szignifikans poziyiergulas (homoru lefutds) csékkerendenciara
utal. Ez a megallapitas az utolsé szakaszra is dgaa negativ sebesség joval kisebb, és az adatpon
tok szama is csak harom.

Az 1000 pont 2. szakaszanal egy kismértékgativ gyorsulads (dombora lefutds) a dominans,
ami 5mm/év sillyedést mutat. A 2003 pont 2. szeka&zmég a negativ siillyedés a dominans, amit
jelentisebb pozitiv gyorsulas (homoru lefutas) részbenpeal. Az 1000 és 2003 pont 3. és 4.
szakaszai hasonléak, a nyari csdkkenést negatiesséfek és gyorsulasok jellemzik (domboru
lefutds), ami slllyedés fokozodaséra utal. Az 1000tnél az 5. szakasz még a sullyedés fokozoda-
sat jelzi, mivel mind a két negativ paraméter sfikgms. Ennek az ifszaknak a tavaszan a pont
mellett mar az 0j torési zona is lathatova valk@03 pontndl a negativ sebesség a dominans, amit
kisebb pozitiv gyorsulas lassit. Az utolsé szakkszchasonldéak, de a harom adatpont miatt még
jelents kdvetkeztetéseket nem célszkvonni.
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3 Osszefoglalas és szintézis

A dolgozatban részletesen bemutattuk a kinematilggvény tulajdonsagait és a hasznalhatésagat
kinematikai folyamatok modellezésére hagyoméanyegyenlitéssel és Kalméanisgssel.

A Kélméan-s#irés kivalé eszkéznek bizonyult a vizualisan isétdtezhet tendenciak, a jeleéit
sebb szakadasok szamdzkiemelésére, amit a pillanatnyi sebesség és g gorbék jeleznek.
Az igy definialhat6 intervallumok jellegzetes patereit hagyomanyos kiegyenlitéssel hataroztuk
meg.

A paraméterek alapjan felvazolt jellegzetes teniddnkdzvetlenil nem alkalmasak dinamikai
modell felallitdsara, de kozvetve hasznos infordiéat szolgaltatnak. Ha a sebesség a dominans
(egyenes vonall egyenletes mozgas) a folyamatgek@nstans érokozza, az eltérgyorsulasok
ennek az éinek a csokkenését vagy ndvekedését jelzik. Az E3W0O01 pontoknal a 2. szakaszban
tapasztalt emelkedés nagyon hasonlit az elasztisak6zus modell viselkedésére. Mivel 2001-es
pont emelkedése egyddutdn az eredeti értékhez konvergélt, az emelkeusst a rugalmassag,
hanem a betstdmegmozgasok okozhattak. Annak ellenére, hogisankk ismert a rugalmassagi
tényedje, a valtozasok irreverzibilis folyamatokat erediygznek, ezért csak kvazi elasztikus visz-
kézus modellt tételezhetlink fel. Ennek lényege eeled. A Duna vizszintje alatti vérésagyag
rétegek plasztikussa, folydssa valnak, ami mar baja eltartani a merev I6sz rétegek dnsulyat. A
merev rétegek ezért lassan meggdrbulhetn@kethek, és mikro repedések alakulhatnak ki, amit a
felszini vizek is befolyasolhatnak. A plasztikusegek anyaga a Duna iranyaba mozoghat, amit a
viz folyamatosan elszallit. Ha a repedések menkbdas és a plasztikus rétegek csdkkent szilardsa-
ga méar nem tudja lassitani a folyamatot, inteneszékadas torténik, a plasztikus tomegek nagy
része kitorlddva a Dunaban szigetet képez, mae rEsmagas part peremét is megemelheti. Az ezt
kove® lassu véltozasok az egyensuly ismételt kialakigafedytatddnak.

A valédi dinamikai modellezés végeselem moédszdetetséges, ahol az ismert fizikai és geo-
metriai paramétereket is figyelembe kell venni.

KdszonetnyilvanitasEz a tanulmany az OTKA K 78332 palyazatanak tandsgeval késziilt.
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KEPSZEGMENTALASI ELJARASOK ALKALMAZASA
A TAVERZEKELESBEN

Barsi Arpad’
za ns  Application of image segmentation techniques in reote sensing- The paper illustrates
the most widely used operation group in digital gaaanalysis. To ease the understanding of the
point, edge and surface segmentation methods, mege samples were used for evaluating some
special algorithms, so the image segmentationsillugtrated in practice, too. One can find also
the parameter settings in the paper, which arerofettings in the commercial (black-box) software
packages.

Keywords: segmentation, photogrammetry, remote sensing, tggera

——

A cikkben a digitalis képek elemzésének egyik #gghban hasznalt eljarascsoportjat mutatom
be. A pont-, él és fellilet-szegmentalasi eljarésmies tarhazabdl azok megértéséhez két kép egy-
egy részletén lefuttattam néhany jelléralgoritmust, igy a képek ezen tulajdonsagok stiesneg-
mentalasat a gyakorlatban is illusztraltam. Cikkembmegadom azokat a paramétereket is, ame-
lyeket sokszor a fekete-doboznak tekidtheteskedelmi szoftverek is beallitasi I6bégként felki-
nélnak.

Kulcsszavak: szegmentdlas, fotogrammetria, tavérzékelés, opekato
1 Bevezetés

A digitalis fotogrammetria terjedésével és rendkifdjl s5désével, valamint a tavérzékelt felvételek
minéségének gyors javulasaval egyre pontosabb osztaly&it fogalmazhatunk ugy is — képelem-
z6/képérd eljarasra van sziukség. A modellalapl képelemzétabs folyamatanaldbb Iépéseit
az 1. tdblazat tartalmazza a legegyszermegoldastol a bonyolultabbak felé haladva (RettEner
2011).

A folyamatban jél lathato, hogy a fizikai valésagyes jelenetei hogyan kéfnek le, hogyan
torténik meg a képet alkoté elemek elhatarolasgd raaok ,értése”, azaz felismerése. Ebben az
altalanosan leirt folyamatban a képékh majdani objektumok jellenimek feature megallapita-
sa, illetve az azok alapjan végzett képfelosztiéistteett szegmentalasnak. Ha a gondolatmenetiink
az objektum alapu vagy objektum-orientalt képelesh£éngolul Object Based Image Analysis —
OBIA) irja le, akkor a szegmentalasrél konnyen theléd, hogy milyen kiemelkédfontossaggal
bir.

Blaschke (2010) a szegmentalas soran |étéek@pdarabokat, az Un. szegmenseket a kdvétkez
moédon definidlja: ,A szegmensek olyan régiok, areklp tulajdonségtér egy vagy tébb dimenzié-
jaban a homogenitas egy vagy tobb kritériumanagietltesznek”. A meghatarozas kiemeli, hogy a
képhez un. tulajdonsagtéeéture spacerendelhed, amely akar tébbdimenzids is lehet, tovabba a
szegmensek legfontosabb tulajdonsaga, hogy eZzemjdket tekintve (kbzel) homogén egysége-
ket képeznek.

1. tAblazat. A modellalapu képelemzés éaltalanos folyamata

felismerés (jellemz — objektum) magas szirtt (high leve)
szegmentélas (kép jellemas) kdzepes szitit(mid leve)
eléfeldolgozéas (kép- kép) alacsony szitit (low leve)

képeballitas (jelenets kép)

"BME Fotogrammetria és Térinformatika Tanszék, 1Radapest, Megyetem rkp. 3.
E-mail: barsi@eik.bme.hu
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A cikk szerdje megdllapitja tovabbda, hogy a szegmentalassépatkszemantikailag szignifikans
csoportokba sorolt pixelekre bontjuk, vagyis oly@sszefiig§ képrészleteket alkotunk, amelyek
0ndllé jelentéssel birhatnak, s amelyek a kovéikellolgozasi fazisban objektumokka alakithatdk.

Haralick és Shapiro (1992) kényvikben a szegmesgalészemben négy elvarast fogalmaznak
meg:

« az eredményil kapott képrégidk (foltok) egységeseihomogének legyenek valamilyen
jellemz (feature, pl. intenzitds vagy textdra szerint,

e egyszeii és lyuk nélkiili foltok keletkezzenek,

e a kozvetlenll egymas melletti foltok szignifikanddilonbézzenek az alapul szolgal6 jel-
lemz5 szerint (kllénben egyetlen szegmensnek kell ldgnii

« afoltok hatarvonala egysZeme durvan tagolt és helyzetét tekintve pontogdag

Megjegyzem, hogy az elvarasok alapjan a szegmehtéitgéarolag a fellleti szegmentalasra értel-
mezték. Gonzalez és szétrarsai (2004) egyenesen objektumoknak nevezik gnsestalas ered-
ményeét.

2 A szegmentélasi modszerek fajtéi

A szegmentalasi mddszerek a kinyert elemek alapgoportosithatok pont-, él- illetve felllet-
szegmentdlasra. Szokas ezen megoldasokat ponés &lllet-kinyes (extrahald) eljarasoknak is
nevezni.

A pontszegmentalassoran kapott pontok lehetnek egyenesek végpontgtiszéspontjai, kiter-
jedt elemek sarokpontjai esetleg keresatiési pontok. A szegmentalas kéblb tipusa pontok
esetében a lokdlis elemzésen alapuld és a mérgthirdgetlen detektorok hasznalata.

A lokélis elemzés legtébb ma hasznalt médszereutokarrelacios matrixot vezeti le, majd an-
nak hasznalataval hatdrozza meg a pontokat. Isbiiegkgoritmusok a Harris-, a Moravec- és a
Forstner-operatorok (Luhmann 2000). A lokalis elésten a goérblilet vizsgalatara épiil a Beaudet
(Hesse)-operator (Rottensteiner 2011).

A méretarany-fuggetlers€ale invarian} detektorok kozott talalhaték a Harris-Laplace raper,

a DoG Difference of Gaussigna SIFT Scale Invariant Feature Transfojpmvalamint az affin-
invarians detektorok (Rottensteiner 2011).

Az él/vonalextrakcidra alkalmas szegmentélasi eljarasok hasznalatadai kell, hogy kétféle
élivonal létezik. Az els csoport a fizikai élek csoportja, amibe az any#tgzéas és a felllet tajola-
sanak valtozasa tartozik. A masodik csoport akapéleké, ahova a megvilagitas és arnyék valto-
zasa, a szin megvéltozasa vagy a textlra valteagsaik.

A lehetséges modszerek ez esethen a kép derikal§piib, parametrikus él-modellt hasznalo,
mintaillesztésest¢mplate matchingvagy egyéb modszer lehet. Az @lderivalt hasznalatara ta-
maszkodik az ismert Sobel- vagy a Roberts-modsaeapba a Gauss-fiiggvény derivaltjat haszna-
I6 operétor, valamint a Canny-operator. A masodikwalt szikséges a Laplace-operatorhoz, vala-
mint a LoG (aplacian of Gaussignmegoldashoz. A mintaillesztéses méddszerek legistneike a
Kirsch-algoritmus. Az egyéb éldetektald modszerékdtt a Hough-transzforméciot emlitem meg
(Rottensteiner 2011).

A felllet-extrakciés modszerek igen j6 csoportositasa olvashat6 tdkréfi Shapiro (1992), és
Russ (1999) konyvében: kiszobérték szerinti vagasegholding, terlletndvesztésrdgion
growing), klaszterezés clustering, tulajdonsag-tér alapl szegmentalageatlre space
segmentatio)) darabolé- 6sszevonéd szegmentabmit&merge segmentationyzabdly alapu szeg-
mentalas rule based segmentatipnmozgés alapl szegmentalasofion based segmentatjorA
sok szempontbdl kildnlegesnek tekinthbinaris képekre két tovabbi szegmentalas is eatlitta
csatlakoz6 komponens cimkézé&srinected components labelljpgyalamint a tulajdonsag alapu
szegmentalasignature segmentation

Rottensteiner (2011) ezeket a modszereket mégdaéga kontlrkereséses felllletszegmentala-
si modokkal (pl. az él-kinyerést kdgekitdltés vagy a vizvalaszto-eljarasakatershed, valamint a
grafmetszésegyfaph cu} megoldasokkal. Tizhoosh (1998) a szegmentalasakrezot ejt fuzzy-
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moédszerelil szol6 kényvében: jorészt a tulajdonsag-tér alspggmentalas fuzzy megoldasat is-
merteti, de a szabaly alapl megoldast is bemutatjmzzy integralassal szerinte akar kilonbdz
forrdsbdl szarmazo, kulénb®#ipusu informéciéforrdsok szerint is elvégedreeszegmentalas.

A fenti felsorolasbél két eljarast érdemes kiragadntertletnovesztés eljaras kiindulé eleme
egyetlen pixel, az Un. magded, ami mellé a hasonl6sagi kritériumot teljgsszomszédos pixelek
hozzarendelésre keriilnek. Ez az eljaras tipliodom-upeljaras, azaz a képet alkot6 legkisebb
elemibl halad a nagyobb egység felé. Ennek ellentétésasigsoportja top-downcsoport, aminek
jo képvisebje asplit&mergeeljaras. Ennek futdsa a teljes képindul, majd fokozatosan darabolja
a képet, késbb annak meit, esetleges hasonl6sag esetén a szomszédoékehésszeolvasztja.

A fellleti szegmentalas folyaman kapott foltok haféle tulajdonsagkérrel rendelkeznek. A
geometriai tulajdonsagok kozé tartoznak a hatatesrjallemai, a méretadatok, a forméra, a suly-
pontra vonatkoz6 szamértékek, stb. A radiometulajdonsagok kdzott talaljuk az atlagintenzitast,
az intenzitds-szérast, a textlra-paraméterekeindexeket, stb. Végil a relaciés tulajdonsagok
alkotjak a harmadik csoportot, kdztiik a szomszédedgmzokkel.

Megjegyzem, hogy a magassagi modellek (pl. digitfliszinmodell) is szegmentalhatok a fell-
letszegmentalashoz hasonlé eljarasokkal; tulajdmmé a magassagértékek az intenzitasértékekhez
hasonlo6 jelleméként viselkednek. Az eredmény magasséagi értelerdbgretartozé foltok sorozata,
koztik olyan kilonleges elemek emlitbiet mint a sikok (a gyakorlatban adsikok nevezhék
meg példanak).

3 A szegmentalasi eljardsok: mintaalkalmazéasok

A tavérzékelt és azon belil a fotogrammetriai felak feldolgozasa soran nyujtanak segitséget a
szegmentdlasi megoldasok. Ebben a szakaszban nk8pey lefuttatott algoritmussal szeretném
illusztralni, hogy a szegmentalasok milyen eredneéng vezetnek. Természetesen csak par kiraga-
dott eljaras ismertetésére van maéd terjedelmi kakléniatt.

A gyakorlati példak illusztralasara két felvételietve azok egy-egy kivadgatat hasznéltam. Az
elss felvétel a Nemzetkdzi Fotogrammetriai és TavériEderarsasag (ISPRS) szervezésében el-
végzett kamerakalibraciés teszt soran késziilt aetenszagi Stuttgart melletti Vaihing&hr A
felvételt Z/I Imaging DMC kameraval készitették 80Qilius 24-én infravords, voros és zold s&-
vokban. A digitalis fotogrammetriai felvétel megleditleg 900 m terep feletti repilési magassag-
bol késziilt 120 mm-es fékusztavolsagl objektiviekepiilés otsoros, két keresztsoros tdombben
tortént. A képek megkozetitterepi felbontdsa 8 cm, a radiometriai felbont@goaként 11 bit. A
kamerateszt céljaira letoltlieéllomanyok 16 bites TIFF formatumban éallnak a takaendelkezé-
sére. A kép 7680 x 13824 pixélkall. A tesztfelvételeket a kamerateszten kiviy egasik, kép-
elemz tesztben is felhasznaljak (Rottensteiner et @120

A masodik felvétel egy pil6ta nélkuli regigépsl (UAV) késziilt Sopronban 2012. marcius 24-
én. A kamera egy Canon EOS 5D Mark Il tikorrefledastalis fényképedgép volt, az objektiv
fokusztavolsaga 50 mm. A modellrepdiép relativ repulési magassaga mintegy 130 m. vefelt
RAW formatumban régzitettik valédi-szines (24 hkitnsnélység) kivitelben. A teljes kép 5616 x
3744 pixelldl all.

A mintaalkalmazasokat Mathworks Matlab 2012b kozegben fejlesztettem.

A pontszegmentalas él$épésében az RGB-szines képet egy masik szinrhedelt Un. Lab-
modellbe transzformaltam at. Ennek a szintén szafmsaszinmodellnek kidolgozdja a CIE neveze-
ti Nemzetkozi Megvilagitasi Bizottsdgcdmmission Internationale de |'EclairgdgeA CIELAB-
szinmodell &sszetév a fényebsség ), a vords/bibor és zold kozoétti szinpoziciot lefj a-
komponens és a sarga-kék szinpoziciot jéldnkomponens. Az eredménykép tehat ugyanugy
haromcsatornas, azonban a tovablivetetekben — a tapasztalatok szerint — jobban mégktz-
tetheb jellemzskre bonthatok. Az egyes csatorndk értékeit egy &&le alul-ateresétszirovel
sZirtem, amelynek kernelmérete 15x15 pixel volt, &rég mértékét befolyasolo széras értékét 1.5-
szeresre llitottam. A szigma beallitdsa az irodaldapjan, tapasztalati dton tortént (Gonzalez
2004).
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A tényleges pontszegmentalasra a Harris-operassartaltam, amelynek futasahoz az érzékenység
és a midségi szint megadasa szikséges. A tébbszori futtdd@gan az érzékenységre az alapér-
telmezett 0,01 érték helyett ennek haromszorof&itedm be, mely csekély mértékben csdkkentet-
te a kapott pontok szamat (hibaredukci6). Az éragkég 0 és 1 kdzotti szam lehet. A Eéget
szabalyoz6 paraméter O és 0,25 kozotti szam; értdkghagytam az alapértelmezettnek (0,04). A
pontszegmentalast mindhdrom csatornara elvégedtgmiathatd, hogy az egyes eljaras milyen
jellegli sarokpontokat, 6nallé pontokat vagy intenzitassgkat képes megtalalni (1. abra).

A pontszegmentalasi eljarasokkal kaphat6 onallgpkéfok legbbb hasznositasa példaul a tajé-
kozasi niveletekben jelentkezik. A tobb képen végzett szedaidssal kapott pontok kozotti to-
vabbi vizsgalattal valaszthatok ki a tajékozastmikséges halmaz elemei, amelyekkel képkoordi-
nataira tAmaszkodva lehet szamitani a tajékozasieket.

A vonalszegmentalas éldépésében kiszoboléssel édrégsel kombinalt Canny-éldetektalast
alkalmaztam. A kuszodboéléssel megadott alsé é8 fatst kozé e$ intenzitasértékek kivalasztasa-
val sZikithe®y a lehetséges pixelek kore. Esetemben a kiszolzkép maximalis gradiensére
vonatkoztatva allitottam be 0,05 és 0,13 értékekzeeljaras hatranya, hogy a kiiszobok tapasztalati
Gton valaszthatok ki. A Canny-eljaras is tartalregy beépitett Gaussisst, aminek vezérléséhez
kell egy szoras-paraméter, melynek segitségévapatkélek szamat lehet jelésen befolyasolni.

A jobb hatasfok érdekében a szigma értékét 5-ieotidim. Hangsulyozni kell, hogy a Canny-
operator eredménye pixeles kép; csak az ember sageléntkeznek ezek a pixelek vonalként az
agyunkban!

A szamitds masodik Iépésében a lehetséges élekgthHmnszformécidval vizsgaltam tovabb.
Ez a transzformacio az élkeresés eredményképénigyeliett vonalszeit elemeket atalakitja
olyan reprezentéciora, amelyben a vonalak polardinatakkal adottak. A teljes kép végigszamita-
saval egymasra halmozdédnak a hatasok. A transzédneaiedményét jeleditin. akkumulator-kép
elemzésédl lehet kivalasztani a nagy valosifiég szerinti egyeneseket, melyek az akkumulatorban
egyfajta lokalis csucsként jelentkeznek. A kivatasmal is mod van érésre egy kiiszob megada-
séval. Ebzetes elemzések alapjan a legnagyobb &rtékics 95%-ara tettem a kiiszobszintet. A
kivalasztott csucsokat ezutan visszatranszformadtarokasos reprezentacioba, majd a legalabb 30
pixel hosszu és legfeljebb 30 pixel folytonossdgnhyal rendelkez éldarabokatriztem meg. A
leirt miveleteket mindharom savra elvégeztem, végul azakabinaltam (2. abra).

A vonalszegmentalassal a képen lathatéan olyanjéleknek meg, melyek alapjat képezik az
objektumrekonstrukcidnak, vagyis a képértésbenmeéegul vart terepi objektumok (példaul épule-
tek) vazat kapjuk meg. Ezek az élek tehat tovalzdsigélattal tereptargyakka szerkesziket

A fellleti szegmentélas talan a legismertebb dj@&épszegmentalasok kozott. Egyik legegy-
szefibb eljarasa a négyesfa-eljarémddtre@ egyfajtasplit&merge miveletnek tekinthét Ennek
futtatdsa soran a képet rekurzivan négyfelé vagnd¢d minden kapott negyedre levezetiink egy
homogenitasi mészamot.

A mérsszamtdl figgen tovabbi darabolasrol vagy egyben hagyasrol @dinttk. A 3. dbran lat-
hatunk egy DMC képrészletet, illetve annak négysgégmentalasat.

1. abra. Pontszegmentélas UAV-képrészleten
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2. abra. Vonalszegmentalassal nyert élek UAV-képen

Az eljarasban a szegmens homogenitdsara 10% ¢lEémgsdélyeztem, a maximalis szegmens-
méret pedig 512 x 512 pixel volt. Az adbran lathst@gmenshatarvonalak is szépen kirajzoljak a
képtartalmat.

A négyesfa szegmentalas oriasi jeleéggel bir a képek tomaoritésében, mivel a nagybbb,
mogénnek tekinthétképrészletek kevés szadmu paraméterrel irhatékglenagy tomoritési fok
érheb el.

A tereptargyak rekonstrukci6jdhoz gyakran felllietylerést hasznélnak, példaul klaszterezést.
Néhany évvel kordbban szétarsaimmal mar kozoéltiink 6nszerded neuralis haldzattal, SOM
(Self Organizing Map) médszerrel végzett szegméstal cikket (Barsi et al. 2010). Most egy
kereskedelmi forgalomban kaphaté szoftver (eCogmitbeépitett eljarasai k6zil mutatok be egy
tipikus bottom-upeljarast, amelynek segitségével a homogenitasttgpabban az ennek inverzét
jelen® heterogenitast) tekintve vezéglvnek, tovabba figyelembe véve a szegmensek aléket
és a benne talalhato pixelek szinvaltozékonységét la képet szegmentalni.

Az implementalt megoldas tovabba rekurziv, igy 8#ilnos felbontas mellettniltiresolutior)
kapjuk a végeredményt (4. dbra). A futtatashoziacsatorndk sulyat azonosan egységnyire, a mé-
retarany-tényey értékét 30-ra allitottam, vagyis a homogenitasimahis szérasat hataroztam meg.
Tovabbi beallitdsra van szilkség az alakparamétarteeében: ezt 0,3-re (30%) allitottam, amivel
szemben a szinek sulya igy 0,7 (70%). A szegmeraakjan bellil azok kompaktsagat
(compactnegsés simasagasioothnegsbefolyasold ténydik értékét 0,5-0,5-re (50-50%) allitot-
tam. Az eredményiil kapott szegmensek szépen koadBkeptargyak, azaz az épuletek, fak, utcak
homogén foltjainak sima lefutasa hatarait.

3. abra. DMC képrészlet és négyesfa-szegmentalasa
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4. abra. DMC-kép fellileti szegmentélasa bottom-up modszerrel

A szegmensekre levezetigellemzdk alapjan megnyilik a lehégtég, hogy megadott szabalyseer
ségek figyelembevételével 6sszeolvaszthatok ledyenez igy kovetett objektum orientélt kép-
elemzésbhen eredményll magukat a terepi objektunkalgink meg.

4 Osszefoglalas

A cikkben ismertettem a képelemzés talan leggyddaalhasznalt fveletcsoportjdnak, a szegmen-
talasoknak fontosabb tagjait. Lathatd, hogy szdmatematikai-niszaki megoldas hasznéalhato fel
a kép informéacidtartalmanak elemzésére. Ezen méeldzd Ggy valogattam, hogy be lehessen
mutatni minden nagyobb szegmentalas-csoport [ényegg-egy konkrét gyakorlati példan szem-
Iéltetve azok eredményeit. Az attekintés reméllegt kdzelebb hozhatta az Olvas6éhoz az objektum-
orientalt képelemzés vilagat jelérfeliilet-kinyerési megoldasitkddését.
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HADTORTENETI REKONSTRUKCIOK UJ EREDMENYEI A
TAVERZEKELES ES A GIS ALKALMAZASAVAL

Juhasz Attild Winkler Guszt&v

Nz

za4ss  New achievements in military historical reconstruction supported by remote sensing and
GIS — The traditional data acquisition sources of mailit historical researches are basically the
written and the map data, but the modern high-netsoh remotely sensed data and the GIS can
also be integrated into this discipline. This datequisition and GIS processing methods connect
the human scientific areas to the technical sciientields. In case of written and map data usage,
one of the most significant problem is the questibdata reliability. However, the remote sensing
technologies provide data that can be reliably ¢desed as objective information. Based on these
evaluated and interpreted information, authenticatonstructions can be carried out that can
confirm or deny previous military historical exarations and theoriesln our prior research a
methodology, based on remotely sensed data andu@ligsis, was developed that makes the above
mentioned aims feasibl@Ve represent the functionality of the describechoddlogy through three
typical examples: the ethnical and cultural change&urope, the battle of Gy (1809) and the
Margit-line (1944-45).

Keywords: GIS, remote sensing, military historical reconstiarc

A hadtorténet klasszikus forrasai a szoveges adasok térképi wvek, de a modern tavérzékelési
eszkozok és a GIS megjelenésével Uj adatforrasalnbsea is lehéwé valt e teriileten. Ez jelenti a
kapcsot a human és aiiszaki tudomanyteriletek kézoétt. A klasszikus folkasetében a legna-
gyobb problémat a megbizhatésag jelenti, mig arikélt adatokat objektivnek tekinthetjik. Ezen
adatok és a GIS segitségével mar végrehajthatdanalemzések, melyek megithetnek, meg-
cafolhatnak korabbi hadtorténeti elképzeléseketiojoztunk egy olyan, a tavérzékelésen és a
térinformatikan alapul6 médszert, mely alkalmaszsgalatok végrehajtasara. A gyakorlati megva-
[6sitast harom példan keresztil mutatjuk be: Eurépakai és kulturdlis valtozasai, a @y csata
(1809) és a Margit-vonal (1944-45).

Kulcsszavak:térinformatika, tavérzékelés, hadtdrténeti rekarkstio
1 Bevezetés

A térinformatika és a tavérzékelés human teriletgkégészet és a kulturalis 6rokség) tostah
kalmazasanak ma mar szamos szép példaja ismedébKidkutatasinkban ezeknek a mérndki tudo-
manyoknak a felhasznalasi letmsdgeit vizsgéltuk meg kulonb®zorszakok eseményeinek és
kapcsolédoé objektumainak rekonstrukciéjaban. A tagaredményeképpen létrehoztunk egy maod-
szertant, melyben a kulonb®ravérzékelési eljardsokat, illetve a térinformati&hetségeit integ-
raltuk, igy megteremtve a régészeti és human jebeltok egységes rendszerben td@riéezelésé-
nek leheségét. A régészeti kérdések, problémak mérndki letetthmegkdzelitése olyan objektiv
eredményekhez vezethet, melyeket hitelesnek teMiimk és segitségiikkel meggithetjik vagy
modosithatjuk a ma elfogadott tudoméanyos elképekéiqJuhasz 2007)

A régészeti adatok térinformatikai feldolgozasabarabblépve az ithdatok kezelése a kévet-
kezs érdekes kihivas. Kiulonds tekintettel arra, hogydézszerepe kiemelten fontos ezen a tudoma-
nyos szakterileten. Az dddatok alkalmazasa torténhet a klasszikus térirdtkai megkdzelités-
ben (objektum geometria és attribGtumok), de spisaidegoldasokon keresztiil is (valtozasok, mint
0néll6é objektumok)(Juhdsz 2011). A mai GIS szoftkeegy része mar alkalmas asadatok fi-
gyelembe vételére is. Bemutatjuk, hogyan oldhagblafrekonstrukciokban gyakrar6frdul6 tér-
és idbeli ellentmondasok, hianyossagok.

"BME Fotogrammetria és Térinformatika Tanszék, 1Radapest, Megyetem rkp. 3.
E-mail: atjuhasz@eik.bme.hu, gwinkler@eik.bme.hu
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2 A térinformatika és a tavérzékelés alkalmazasa laadtorténeti rekonstrukcidkban

Korabbi kutatasainkkal bizonyitottuk, hogy a tavékelt adatok felhasznalhatok a hadtorténeti és
régészeti munkak soran, illetve, hogy a térinforkaasegitségével egy egységes rendszerben valé-
sithaté meg egy hadtorténeti rekonstrukcios folyaanek haromd Iépése a korabeli kérnyezet,
az objektumok és végiil a hadtorténeti folyamato&seEsnények rekonstrukcidja. (Juhasz és Mihalyi
2006)

2.1 Akornyezetrekonstrukcio

A kornyezet abrazoldsa az esetek ddnbbségében indokoltpsszikségszér Mint kilss ténye-

z6, befolyasolja az objektumok elhelyezését, méretgmint hatdssal van az események kimene-
telére is. Kuléndsen igaz ez a hadaszatban, afidtlajzi kdrnyezetnek kulcsszerep jut, igy szuk-
séges a rekonstrukcidja. A gyakorlatban ez egyaligialaptérkép az aktualis terifdta vizsgélt
id6szak kornyezeti jellendivel. Ez megkdnnyiti a felhasznalé tajékozédasasetgtséget nydjthat
olyan esetekben, amikor kdrnyezeti elemekhez kottiitmaciokkal rendelkeziink (1. abra).

2.2 Az objektumrekonstrukcio

A kornyezeti rekonstrukcio lesz az alapja a tovdépéseknek, melyek soran térképezzik a vizsgalt
terlletek felderitett éditéseit. Ez a teljes rekonstrukcios feladat legobb és talan legérdekesebb
része. Az objektumok &tetes vizsgalata, majd azonositasa és illesztésenéormacios rendszer-
be, valtozatos, szertedgazdé munka eredményeképp@sulmeg. A kornyezeti elemekkel ellentét-
ben, az erditések esetében mar nem csak a geometriai, haheind adatok is fontosak. &biek-
hez dénten archiv anyagokat hasznalhatunk fel.

A tényleges felderités &t érdemes tanulmanyozni egyéb forradsokat is: egibb, ha tudjuk
mit és hol keresiink. Mar ennek adzdtes tajékozddasnak az adatforrasai is igen \&tieak le-
hetnek: a torténelem, a hadtorténelem, a régéazkadnivészet, a fegyvertan, az épitérnoki
tudomanyok, a térképészet vonatkozo részei. Naggsmnosak voltak példaul, a Il. vilaghaboruval
foglalkoz6 munkénk soran azok a@éitési utasitdsok, amelyek megbizhaté és pontosiefeiai
informacidkat tartalmaztak azdaelitésekél, és emellett attribtum adatokkal is szolgaltak.

A kovetked |épés a konkrét éditési elemek azonositadsa és kiértékelése. Ezelsagatol fiig-
géen az archiv térképek, archiv és mai légi fényképlekve maiirfelvételek lehetnek a forrasok.
Felszin alatti diditési elem esetében az interpretacié végrehajpiassibakmai ismeretekre és ta-
pasztalatra van szikség, mert rautal6 jelek alakgdina kiértékelést végrehajtani. Az attribdtum
adatok forrdsai do6en ugyanazok, mint a geometriai adatok esetébematileus térképek, a Iégi
fényképek, a#irfelvételek (2. dbra).

2.3 Az eseményrekonstrukcio

A kornyezeti és objektum rekonstrukci6 sikeres eégitdsa utan, olyan térképi alap all rendelkezé-
stinkre, amelyen megkisérelhetjik, az eseményelnstk@lasat is. Az események abrazolasanak
pontossagat, megbizhatésagat alajmmretkét tényeaz befolyasolja. Az el§ hogy a vizsgélt esemé-
dsszegyijteni vele kapcsolatban. Ez utébbi tényeermészetesen filgg az @td. Altalanossagban
elmondhatjuk, hogy az &ben visszafelé haladva, a rendelkezésre all6 adaérinyisége és min
sége is csokken. A harond fnformécidszeré lehetség: a kiulonbdg térképi niivek, az irdsos
dokumentaciék és a személyes szébeli visszaemigileZBa erre van lelieteg). Ennél a Iépésnél
sokszor talalkozhatunk ellentmondasos informacifldky az esemény rekonstrukcid a legkritiku-
sabb folyamat. Az esetek tébbségében kevés és mmeghilan informacié all csak rendelkezésre,
ezért a forraskritika alkalmazésa talan itt a leggeabb. (3. bra)
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3. dbra. Esemény rekonstrukcié
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A korabban emlitetteknek megfeleh, most vizsgaljuk meg azdadatok kezelésének letiségét.

A térinformatika kutatasanak egyik divatos kérdéapjainkban a tér és azidbrazolasa, a valto-
zasok kovetése, térképpel vald kifejezése. Enngkoalémanak a lehetséges megoldasardl sok
tanulmany készilt, megoldasi algoritmusok, javadlas szilettek. Az objektumok, események
elhelyezkedését, valtozasat agkidn mindeddig azonban ugy kezelik, mint ,abszottéké” valo-
sagot, pedig, mint kiindulasi adatok, szintén hiédaerheltek lehetnek. Dolgozatunkban éppen ezért
megkiséreljik bemutatni azokat a létsgigeket, amelyek segithetnek az adatszolgaltakbesibe-
teknek az anomalidk, kérdéses jelenségeépadtok korrigalasaban, kiegészitésében, valamint
esetleg Ujszdéradatok megalkotasaban.

Mindenekebtt, abbdl indulunk ki, hogy a ,szokasos” térképdisadatgyijtési miveletek mellett
térképeket a multra vonatkozoan i$ éidunk allitani. Ezt neveziink rekonstrukcionak. igaz,
hogy a termékek korrektsége a# kiterjesztésével csdkken (tehat hiba, esetlegtdsdelhanyago-
las Iéphet fel). Ha nem lenne probléma a rendetikezélld forrdsokkal, akkor (Magyarorszagot
tekintve) ez az Ugynevezett rekonstrukcidssimhk, természetesen a feldolgozasi méretarany- (rész
letesség, pontossag) fliggvényében belenyulhat y teagészeti szabalyozasolételidészakba is
(Winkler 2004). EbBI kdvetkezne, hogy az igy abrazolt objektumok,rjeémek, események tér és
id6 kapcsolata megfelgl

Mivel azonban ezek a végtermékek altaldban valamnifpkon az egész tarsadalom szamara ké-
szulnek kulturdlis, oktatasi vagytiszaki célokra, a hibadk miatt tovabb kell Iépniinkytinis a fent
emlitett hibak, torzitdsok médositjak az egész mekakcios rendszert (4. abra). Rovidtavon a koz-
elmult titkositasi célu véaltoztatdsai, mig régeblaenelhanyagolasok, tévedések okozhatnak geo-
metriai problémakat. Ha tavolabb megyiink agbieh, akkor pedig eljutunk a teljes informaciéhi-
anyhoz, a konkrét hamisitadshoz (amit esetleg nestyan régen kovettek el) (Winkler 2004, 2007).
Sajnos ugyanez vonatkozik magara dznteghatarozasara is.

Ha megvizsgéljuk a két jelenség kdlcsdnhatasatprakketenként komoly anomaliakra is sza-
mithatunk (szerencsére ezek ritkak). Ezeknek @bran lathato ,fekete méknek” kikiiszéboléseé-
re, a megoldasok kiegészitésére tobb, a gyakonasbalkalmazhat6 megoldast ismertetink.

Az alabbiakban példakon keresztll bemutatott, @sféématikai eszkdzokkel végzett vizsgala-
tok alapjan kijelenthetjik, hogy a kartografia, agpéfia és a tavérzékelés mindegyike alkalmas és
fontos médszer lehet a human szakterilletek adatiegészitésében (Winkler és Juhasz 2007)

(5. &bra).
| OBJEKTUM (ESEMENY) ABRAZOLAS
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4. abra.Zavarok a tér és idkapcsolataban
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5. abra. Példak az adatok kiegészitésére

Tovabba az igy nyert eredmények ezeken tutmernolyan Ujszér megoldasokat, kérdéseket is
felvethetnek, amelyek megvéalaszoldsa, integralasal@manyba éremozdithatja maganak a hu-
man teriletnek is a féjtlését (Winkler 2006). Ilyen adatok lehetnek:

1. Helyszinek, objektumok felderitése, térképezépglenségek, objektumok lokalizalasa, da-
talas ebsegitése).

2. GIS adatbazis létrehozasa (kulonbadatok elemzése, 6sszehasonlitasa, térbeli kapakpl

3. Torténeti informacidk 6sszekapcsolasa &bédah (folyamatossag kimutatasa, vizsgalaté; id
beli kapcsolatok).

4. Kérnyezetrekonstrukcio (események leirasa, miéikss () megoldasok keresése).

5. Objektumrekonstrukcié(objektumok-események dasgrese, modellezése, datalas).
3 Mintapéldak bemutatasa
3.1 Eurdpa etnikai, foldrajzi és kulturdlis valtozasai

Itt megkiséreltiink egy folyamatosan valtozo foldraidrnyezethez tébb folyamatosan valtoz6
tematikat kapcsolni azzal a céllal, hogy a térténézagokat 6sszekapcsolva kiegésiriformacio-
kat nyerjink (Winkler 2009) (6. abra). Ezek a lésgit informaciok Bként a kulturalis-etnikai
kapcsolatokra vonatkoznak, a korai (kb. Kr.e. 2@f)0Oid6szakokban szinte kizarélag régészeti
informé&ciok, késbb vegyesen, jorészt a torténettudomany és azpmifrgia adatai.

A térképnii folyamatosan valtoz6 geometriaja alaest harom tényéitsl fliggott: a tenger-
szint folyamatos emelkedéékta féldkéreg mozgasaibdl és a lekontinentdlis foldrajzi valtoza-
soktél. Ezek miatt a geometriai adatrendszer homitdEa a bels vizhaldézat alapjan volt csak
biztosithaté.

Tovabba ahhoz, hogy a figyelembe vett legkorabbszdkoktol kezdve folyamatos tematikus
adatfeltoltést lehessen elérni, illetve az elkészinyagok kdzott a rendszerben dsszehasonlitaso-
kat, elemzéseket lehessen végrehajtani, a meghétéégészeti kultirdkat (jellerden az eljegese-
dés végén meghatarozhatékat) szantiskédrendszerrel lattuk el (7. abra). Ennek oka sbiidi
etnikai keveredések rogzitési lebmtige, és az elemzégsgitése volt. A kédolas a matematikai
miiveletek elvégzésének letiségén kivil még a térképek megjelenitésénél azgggselkulcsos
abrazolast is ékegitette, hiszen igy az egész vizsgalészdkra azonos jelkulccsal, az értelmezést
nem zavarva lehetett térképeket, egységes adatenaiegjelenitést &llitani.
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6. abra. Példa a rekonstrukcio fedvényséibtkornyezeti rekonstrukcios folyamat,
partvonal Kr.e. 9000-Kr. u. 1000,vegetacios régidiztyeppén

Az igy elkészitett rendszer alkalmas volt a régilepenem kutatott iiszakok részbeni lefedésé-
hez, illetve a tdrténeti és régészeti kultirak rakietéséhez (8. abra).

Ugyanezt az alapot hasznaltuk fel a magyarsagkkiladnak vizsgalatahoz is, amely esetben a
kiindulast és az itkodzi informacidkat a biztos régészeti emlékek adeek utan mar csak térin-
formatikai (mérnoki) eszkdzokkel oldottuk meg aafidtot. Ebben az esetben mas eredményre ju-
tottunk a Kr.e. 500- Kr.u. 500 kézéttidgdzakra, mint az ,elfogadott” torténettudomany (&rad.
Tovabba ezeken az alapokon megvizsgaltuk a sztye@pek vallasi fefildését és kapcsolatait a
nagy monoteista vallasokkal. Sikerilt@amagyarsag hitbeli helyzetét meghatarozni é#lidgve-
nyében, és rAmutatni, hogy példaul a kereszténysgismerése és felvétele sokkal kordbban, és
foképp a Kelet-eurdpai sztyeppéken tortént (10. abra)
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7. abra. Az etnikai és kulturalis viszonyok kédolasa
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8. abra. Részlet az etnikai-politikai térképrendszgriir.e. 400 koril)

9. abra. A magyarsag kialakulasanalosraka (részlet), Dél-nyugat Szibéria Kr.e. 100Qikor
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10. 4bra.Példa a rendszer vallasi informéaciokkal valo feésére (Kr.e. 200 kortl)

3.2 A gyri csata

A kovetked kiragadott (az 5. abran 4. szammal jelzett) ténidapoleon ellen vivott gyi csata
korilményeinek kutatasa, ami kiterjedt a korab#BQQ) kdrnyezet, valamint a mar nem lIétez
sénctabor rekonstrukcidjara. Ennékdka, hogy a torténeti evidencia ellenére gyakibatatnincs
nyoma az dfditéseknek a térképeken, és a fontos terepelentélsi@ is megvaltozott, igy mar nem
alkalmas az akkori események magyarazatara.

A kutatas folyaman megkiséreltik a sanctabor eleragonositani, topogréafiai térképek,
Iégifényképek és terepi mérések segitségével. &avath modszer az igy nyert eredmények bein-
tegralasa volt egy egységes térinformatikai remtiezeMajd az integralt informéaciok értékelése
utan a kijeldlt, érdekes terepszakaszokon terdpiéieseket is végeztink, 10-20 cm-es szintvona-
lakkal, hogy a még esetleg igy azonosithatd obje&tupontos alakjat meghatarozzuk (11. és 12.
abréak). igy az egész vonalbdl (elméletileg kb. 7 knintegy 4 km-es szakaszt sikerillt lokalizalni.

d
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POS DX
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|

11. dbra.Sanctabor déli szakasz
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12. abra.Séanctabor, északi szakasz rekonstrukcio

A felderitett és felmért szakaszokon tobbfajigdetemet sikerilt elkiloniteni. Valésiithet) egy
majdnem folyamatos (a mocsarak kihagyaséaval épitettzonali sanc, amit 6nalld gtk szakita-
nak meg.

Kulon érdekesség volt a sanctébort nagyrészt Hatarocsarvidék kutatasa. Roviden az allapit-
haté meg, hogy ezek a mocsarak (régi patakmedeek)nadlt 200 évben nem valtoztattak alakju-
kat, helyliket, még a Raba szabalyozdsanak hatsesdraAz dsszes fellellietérkép abrazoljéket,
igy az idbben valé vizsgélat viszonylag kénhyolt. Ezen kivil a légifényképek tanulmanyozasa is
azt mutatja, hogy nem csak, hogy nem véltoztak rhegem idleges emberi beavatkozds sem
tortént, tehat az esetlegesen betemetett, athuadsaras szakaszokat nem astak ki Ujra. Ezt a te-
repbejaras is meggsitette. Ez alapjan végul kimondhattuk tehat, hagsdnctdbor egymastol ki-
I6nall6é részek®l allt. Ezeket a részeket az agyuallasok kétotedeé esetleges pasztatbviezeté-
sukkel. Ez a vizsgélat részben kiegészitette aniéhini ismereteket, részben azonban olyan Gj kér-
déseket is folvetett, amelyekre valaszt csak abiovidrténeti kutatdsok adhatnak.

3.3 Margit-vonal

A Margit-vonal szerves részét képezte a masodéghiboriban kiépitett orszagos védelmi rend-
szernek Magyarorszagon. Aviarostol a Velencei-to és a Balaton mentén hizd@tavaig. Az
altalunk vizsgalt terulet a Balaton és a Duna kbitilhat6. Mivel a szovjetek attérése utan, a
.Konrad” és a ,Tavaszi ébredés” hatweletek is ezen a terilleten zajlottak, igy igerekesd fela-
datnak tint a kapcsolodd objektumok felderitése.

Az alapot a meglévleirasok jelentették:

Fé ellendllasi 6v 1. vonala:

Duna — Nagytétény vasutallomas — Szent Laszlé gpuszBaracska-D — Kapolnasnyék-D —
Kisvelence-D — Velencei-t6 északi partvon@la. 4bra ,A” vonal).

2. vonala (12-20 km tavolsagban):

Kismarton-E — Martonvasar-D — Baracska vasutallomddazmand-[§14. abra ,B” vonal).

Az irdsos dokumentécidk arra utalnak, hogy a Margjiital attérésekor, ezen a teriileten a tama-
do6 szovjet csapatok nem (tkdztek komoly ellenaliasliszonylag kénnyedén tudtdk a Budapest
korali gytirit kialakitani.

A koérnyezeti rekonstrukcio alapjaul a terllet namét, és a kébbi folytatas lehétségét is fi-
gyelembe véve az 1:50000 méretaranyu topografiképet valasztottuk. A védelmi vonal objek-
tumainak (doériten gyalogsagi és harckocsi arkok) rekonstrualaaard950-53-ban készilt 1égi
felvételeket hasznaltuk, melyeken a gyengedseg ellenére igen jol azonosithatok voltak daer
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elemek(13. &bra). A kialakitott térinformacios repert alapvéien a kilonbog adatforrasok in-
formacidinak egységes feldolgozasara és megjetEmiek céljabdl hoztuk létre.

Természetesen az elemzések lgsegét sem vetettik el, de ehhez tovabbi adatoKderisara
lesz szukség (pl. 3D-s lathatosagi vizsgalatokee@lakulatok mozgasanak kdvetése). Az adatmo-
dell alapveten a rekonstrukcié harmas tagozodasat koveti. Aidétf objektumokat elésorban a
kérnyezeti-, katonai objektum-, és eseményrekoksibhoz kothetjik. A kdrnyezeti elemek alkot-
jak tulajdonképpen a digitalis alaptérképunketydd, patakok, tavak, telepulések, utak, vasutak,
erddk, s#516k, mocsarak, ipartertletek, stb.). A masodik cstioa vizsgalt korszak &ditési ob-
jektumtipusait definialtuk (harckocsi arok, gyaléags arok, gyalogsagi-, tizérségi-, légvédelmi-
allasok, bolygatott- ¢tt-teriiletek, laktanyak), mig az események rekoasisahoz a hagyomanyos
kartogréafiai megoldast valasztottuk (alakulatok g@enyilai, frontvonalak, alakulatjelek). Ez ut6b-
biak esetében megjegyezhetjik, hogy a térinforraagikalmazasa szinte csak az események kor-
szefibb megjelenitésében (animéacio) jeleidrelépést.

Az elemzések tekintetében inkabb kdzvetett modaijtingt segitséget, a kdrnyezeti elemek és a
védelmi rendszerek objektumainak egylttes vizsgaddt A rekonstrukciok céljabol adédoan a
geometrianak van kiemelt szerepe, hiszen a vatieZatrasok adatainak geometriai szempontbol
egységes kezelése is Ujsgdevezetett informaciokhoz vezethet. Az attrib(tadatok jeleritsége
az elgdleges cél miatt nem tdl nagy. Természetesen ésdeleanzési, lekérdezési lebségeket
kindlnak a GIS rendszerek a szakadatok tekintetéheAzonban egy orszagos jeliegendszer
esetében ez egy olyan nagysagteadatgyijtést és feldolgozast kévetelne meg, amelyre nimcse
kapacitasunk, igy mintaterilletek kivalasztasavatldd példakon keresztil van lejsgig az alkal-
mazhaté GIS funkciék bemutatésara.

Az egységes rendszerben totidarképezés mar dnmagaban Uj eredményeket jeleAtdtargit-
vonal e szakaszan nincs egybefiigmélységben tagolt védelmi rendszer, csak a tElepk vé-
delmére késziltek a védekearok, id6 és épitkapacitas hianyaban. Azonban délebbre egy komoly
védelmi vonal van (14. 4bra ,C” vonal), amely naglészirfiséggel nem a Margit-vonal része,
inkabb a ké&bbi harcokhoz kapcsolhat6. Eztsitette meg az altalunk megkérdezett hadtdrténész
is, aki a témakor jo isméje. Gyanus, hogy a vonal nyugati része parhuzamdslencei t6 alatt
hazodo tébb kilométer hosszlsagu kézel E-D iranyalagsagi vonalrendszerrel (14. abra ,D”
vonal). Mélységi kialakitasuk is megfelel a koratsdokasoknak. Ezek arra utalhatnak, hogy a
szovjetek épitették ki az arkokat a Konrad hadetetek idejében, vagy részben, vagy teljes egé-
szében. Az is elképzelliethogy a megléy nyugati részekhez hozzéépitették ackégekben a
Dunaig terjed szakaszokat, mert azt sejtették a szovjetek, mogy varhaté német ellentdmadas
(Tavaszi ébredés hadnelet) és igy le tudtak zarni &vlaros felé vezétiranyt.

13. dbra.A védelmi vonal elemeinek kiértékelése (A: harckdesk, B: gyalogsagi arok)
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14. dbra.A Margit-vonal keleti szektora a leirasok (A,B)asekonstrukcié (C,D) alapjan

A védelmi vonal Velencei-t6 és Balaton kozotti esis sikerilt rekonstrualni. Az eredmény

(15. abra ,A” vonal) nagyon j6 egyezést mutat azelesen felhasznalt leirasokkal (15. abra ,B”
vonal).

Ennek a vonalrésznek az elhelyezkedéisgr alabbi leiras allt rendelkezésiinkre:
Fé ellenallasi 6v:

Velencei-td északi partvonala — Dinnyés — Nadotarsea nyugati magaslatai — Beélsarand —
Po&tolle — Tac-D — Polgérdi-D — File-D — Balat@ihjar-D — Balatonakarattya-DK.
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15. dbra.A Margit-vonal a Velencei-t6 és a Balaton kozokiadasok (A) és a rekonstrukcié (B) alapjan
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Amellett, hogy ez az egyezés szenibét meg kell jegyezniink, hogy szinte kizardlag gyatmy
arokrendszerek alkotjak a védelmi vonal most tdtggszét és a harckocsi arkok hianyoznak. Ezt a
keleti szektorhoz hasonl6éan magyarazhatjuk az spigdacitasok és édhianyaval, illetve az erre a
terliletre jellemé Sirti csatornahalézat (Séd, Sarviz) és mocsaras téeidtesznalasanak leliet
ségével is.

Osszességében azt mondhatjuk, hogy a rekonstro&leadszerek a keleti szektorban nem fe-
lelnek meg a korabban leirtaknak, ellentétben aatBahoz kdzelebb &srészekkel. A védelmi
rendszer kiépitettsége nem olyan magas iszantizsgélt helyeken, mint példaul évérost véd
Attila-vonal esetében, igy ezeken a szakaszokonaggibdvonal elnevezés is megkéjelezheb.
Szerencsésebb az allas vagy allasrendszer meghagdrasznalata.

4 Osszefoglalas

A fenti kiragadott példak alapjan 6sszegezve mapéhatok az aldbbiak:

1. A térképész szakma sajatos modszerei eredméngeseéneti folyamatok elemzésénél

2. Ugyanezek a leh&tégek segithetik a kiegészitéseket, Uj kérdésekté=lét, némely homa-
lyos hatteii jelenségre a valaszadast

3. A siker eléréséhez nem szikséges a torténeturtak mddszereit alkalmazni. A térinfor-
matikai vizsgalatok eredményei meggg§bbek, ha mindenki a sajat szakteriletének kuta-
tasi lehebségeivel foglalkozik

4. A térinformatika és a térképészet olyan potdisci@hetiségeket biztosit a térténettudoméany
€s a régészet szamara, amely nagyon sok esetlirbtenditheti a kutatasokat, felpezsdit-
heti a fejbdést (természetesen mérnoki szakmai segitséggel)

5. A human teruletek igénye a mérnoki jellegzsgélatokra ndvekszik, a negativ hozzaallas al-
talaban csokken.
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OBJEKTUMREKONSTRUKCIO NAGYFELBONTASU
RONTGENFELVETELEKB OL

Kapitany Krist6f, Négyessy Laszl6, Barsi Arpad

N =

%% Object reconstruction from high-resolution X-ray ieges— The latest imaging devices
are the results of long-term developments and theseseveral applications for accurate geometric
modeling. Apart from macromolecular structure amsidy application of synchrotron X-ray mi-
crotomography (XMT) is a new and promising areabiokciences. XMT includes the analysis of
images, however, prior to application in simulationin diagnostics intensive research is required,
especially in the case of huge datasets createtidly geometric and radiometric resolution appli-
cations. One of our objectives is the automaticcpesing of image series taken by a synchrotron
based XMT, the TOMCAT experimental instrument. Eactge series contains more than thousand
high resolution pictures that are not easy to manathis paper presents the above mentioned im-
ages and their subjects, some processing methoesttact the valuable information from the im-
ages, and the results. The main purpose of thisodets to obtain enough data to create a geomet-
rically accurate and topologically correct model tife cerebral cortical microvascular network
using the XMT images.

Keywords: image processingmage series, X-ray microtomography (XMT), TOMCAVessel
network, microcirculation, cerebral cortex

=

Napjaink képalkotd6 berendezései jelant fejlesztések eredményeként jottek Iétre. A
makromulekularis szerkezetek elemziséttekintve, a szinkrotron réntgen mikrotomogréfia
(XMT) berendezések Uj és igéretes dweket nyljtanak a biotudoméanyok teriiletein. Az®g
eszkdzok gyartoi szamos alkalmazast fejlesztattalzdnban a térbeli objektumok pontos geomet-
riai modellezése, majd annak szimulacios és diagikas céll felhasznalasa még mindig intenziv
kutatést igényel. Kulondsen fontos ez a nagy ge@nés radiometriai felbontast eszkdzok altal
elgallitott hatalmas adatallomanyok miatt. Célliéseink egyike a ma még kisérleti jellesgink-
rotron réntgen mikrotomografias (XMT) berendezé3,GMCAT segitségével késziilt felvételsoro-
zatok automatikus kiértékelése. Egy-egy ilyen tiels@rozat ezres nagysagrehdagyfelbontasu
digitalis képallomanyt foglal magaba, melyek kezelé&h- és szamitasigényes feladat. A cikkben
bemutatasra keriilnek a felvételek és targyuk, dofgbzéas kilonb@zeljarasai, valamint az elért
eredmények is. A cél egy dsszefligggometriailag pontos és topoldgiailag korrekt épgi mikro-
érhalézat modelljének megalkotasa a kapott fele&tdldolgozasaval.

Kulcsszavak: képfeldolgozas, felvételsorozat, XMT, TOMCAT, érd#dt, mikro-cirkulacid, agy-
kéreg

1 Bevezetés

Az agy niikédésének megértéséhez nagyon pontosan ismernlirkbded$ szerkezetét, az érhalo-
zatok illetve idegsejtek szerved®sét. Az orvosi képalkotas egyik hagyoméanyos neréshogy a
szovetekBl kimetszett specidlisan @észitett mintékat, a vizsgalat targyatdl féigg, fény- vagy
elektronmikroszkop hasznélataval dolgozzak fel.rnEeszkdzok sajnos a minta vastagsagahoz ké-
pest kis struktirak nem érzékelbait, az atfedések miatt ezekiglhetnek, igy egy-egy mintat na-
gyon vékony szeletekre kell bontani. Erek eset@nniikron vastag, dendritek vizsgalatakor pedig
50nm-70nm (Denk és Horstmann 2004), de akar 15af0méteres metszetekre is fel kell osztani a
vizsgalando szovetet (Knott et al. 2008). Ez aaré§ rendkivil nagy munkaigényés kis hatasfo-
ka, valamint a mintak felszeletelése azt is eredménhogy egy mintat csak egyszer lehet felhasz-
nalni.

"BME Fotogrammetria és Térinformatika Tanszék, 1Radapest, Megyetem rkp. 3.
E-mail: kapitany.kristof@fmt.bme.hu
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A CT (Computed Tomography), vagyis komputertomagrafmintak elforgatasaval és megréntge-
nezésével vetlletek sorozatat allitjé, égy nydjtva mélyrehatd betekintést a vizsgaltagba. A
szovetek ilyen médon valo atvildgitdsakor festdisalmazva, a kulonbdz hatarfellletek, illetve
anyagok jol kimutathatéak a mintaban (Mizutanilea08).

Ezen cikk egy felvételsorozat feldolgozasanak médsizismerteti, illetve az elért eredménye-
ket is feltlnteti. A folyamat célja a mintdban th&t6 agyi vérerek detektalasa, valamint &étl-
formacio gyijtése a felvételeldd, hogy egy geometriailag pontos érhalézatmodehieksen kialaki-
tani beblik.

2 Az alapadatok

A rontgen mikrotomogréfids felvételeket patkany kdggi szovetekl mintavételezték, melyek
specialis dlkezelésen estek at. A szovetekkélszitése még azdékzervezetben ke#dik meg,
ugyanis stabilizalni kell a vizsgalt szervet a raimikészitése &tft. Ez trans-cardialis perfuzidval
torténik, amely sorén az érhal6zatbol kimossak rd, wéajd fixalofolyadékkal rogzitik a szévetek
struktarajat, és meggatoljak a bomlasi folyamataokdelasat. Ezutan a kivant terii@tnéhany tiz,
tipikusan 2@m-60um vastag metszetet készitenek, majd kimossak é&sséet latjak el azokat. A
festés sokféle lehet a szdvetek, illetve a vizddalayatol figden; jelen esetben foszfo-wolfram
savas (angol roviditése: PTA) festést alkalmaztak.

Ezutdn a szoveteket viztelenitik vizelvondszerekkeljd gyantaba agyazzak, mely utan akar
ultravékony metszetek is készitbelt beblik. Az igy ebkészitett metszetekb 300um-50Qum
atménji henger alaku blokkokat vagtak ki.

Az elkészitett mintakat a svajci Paul Scherrerdeten egy nagyteljesitméhglektromagneses
sugarzasra képes szinkrotron (Swiss Light Sourcg) S mely a részecskegyorsitok egyik fajtaja —
segitségével vizsgaltak (Kapitany 2012a).

3 A felvételek

A felvételeket az SLS egyik kisérleti berendezéséael OMCAT-tel (TOmographic Microscopy
and Coherent rAdiology experimenTs) készitettéleelaz eszkdz 10 keV energiaval, a réntgensu-
garak energidjaval elemezte a mintakat, melyekat lgiybeforgathatd allvanyon helyeztek el
(Stamponani et al. 2006). Az allvany forgatasagytegy mintarol 1401 darab vetileti képet készi-
tettek, melyek 2048x1356 pixel mérek. A felvételek névleges pixelmérete (uB8 igy
részletgazdag képekhez juthatunk. A kapott képskovit athatasos képek, melyek értelmezése
bonyolult lenne, igy a felvételeket atalakitottab48x2048 pixeles keresztmetszeti felvételekre,
melyhez a Radon-transzformacié matematikajat h#tsdéngKapitdny 2012a). Egy ilyen felvételt
illusztral az 1. 4bra.

250 micrometer

1. bra. Egy keresztmetszeti felvétel a mintardl
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4 Objektumrekonstrukcio

A felvételek feldolgozasa tobb Iépésben zajlottosEdr egy orvosi képalkoté szoftver, a
Visualization Sciences Group Amira szoftveréneletéségei keriltek kivizsgalasra, majd Matlab
kérnyezetben tortént kétféle eljarassal a képfglirds (Kapitany 2012a). Az Amira szoftver iga-
zan szép eredményt nydjtott, melyet a 2. dbra sdtghl A program részletes és pontos fellletet
képzett a felvételekid, de komoly problémat jelentett a nagymennyisédat kezelése. A szoftver
nem volt képes a teljes 1400 felvételt feldolgoZgy, csak a képsorozat egy kisebb része kerilt
feldolgozasra, minddssze 175 felvétel, azoknalsik ®@gy csokkentett métietésze. Ez a §Kitett
adatéllomany a Matlab hasznélataval j6tt létre, egyszeif téglalap alaku kivagas soran. Bar a
kapott eredmény (Kapitany 2012a) igéretes, ez asmaiichem volt igazan alkalmas a nagyszamd,
nagyfelbontasu felvétel feldolgozaséara. Az elemizé&sgy egyszér személyi szamitogéppel készil-
tek, igy lehetséges, hogy komolyabb hardveres etakfasznalatdval alkalmazhat6 lenne az elja-
ras, ennek elléiizésére azonban nem nyilt ledmdg.

A Matlab kornyezetet hasznalé elemzés két elv szedjlott. Az egyik élkeréseljarast vett
alapul, mely Iényege, hogy aszerint keresné mejvattleken az erek kétdimenziés keresztmetsze-
teit, hogy a képen hol vannak éles hatarfelllethgak (Kapitany 2012a). Ehhez a Matlab beépitett
Canny élkere$ fliggvénye kerillt alkalmazasra. A mddszer hatrahay a beépitett fliggvény
egyetlen paraméterrel vezérelheamnely egyszdr ugyan, de meghatarozasa empirikus alapon nyug-
szik és nagyon nagy a hiba valés=iige. Ha egy-egy érszakasz neméfistt meg eléggé, akkor
akér el isinhet a feldolgozas sorén. Az igy kapott eredmémyplan nem nydjtottak ugyanolyan
mingséget, mint az Amira, de mivel a felvételek beahsasés elemzése egyesével tortént, a nagy-
szamu felvétel sorozat feldolgozasa nem jelenkdibia nehézséget.

A masik elv az Amira alapjait kovette, de egyézéett megoldasokkal Matlab kérnyezeten be-
lUl. Az Amira a fellileteket, és ezéltal példaul exeket aszerint detektélja, hogy az adott felllet
milyen intenzitas értékeket vesz fel. Vagyis a éédleket az intenzitas értékek szerint szegmentalja
Ez a Matlab kodrnyezetében nagyon gyotsvetet a szilkséges értékek ismeretében. Az intenzit
értékek az Amira hasznalataval is kitapasztalhatdalelkerllésére egy ingyenes, nyilt forraskodu
szoftver is alkalmazasra kerilt, mely a kapott erédyek elletirzésére is alkalmas. Ez a program
(ImageJd) Java nyelven irédott, mely egy kicsi éseeli eszkdz a képfeldolgozashoz. A felvételek
kénnyen beolvashatdak vele, tobb képet képes etpgéth tiff formatuma fajlban eltarolni, me-
lyekre megtekinthét a felvételek intenzitasértékeinek egyéni és osstedisztogramja is. Ezen
adatokat latva kénnyen meghatarozhatéak a szeglasimba szikséges értékek. A szegmentalt
allomany pedig haromdimenzids nézetben megtekibitratar feliletmodellként, akar a voxelek
Osszesimitasaval. Utébbi viszont nem képez valdatietit, csupan megjelenitésre, gyors diten
zésre biztosithat j6 leRietéget.

2. dbra. Amiraval készlt feltletmodell
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A tényleges képfeldolgozas Matlabbal tortént, adtdlektl az adatok jobb kezelhitége végett
egyfajta nézet késziilt, mely egy képben kimutattasafeliiletet, ahol a teljes sorozaton hasznos
inform4ci6 lathat6. Ez azért volt szikséges, mbedgy az 1. abran is lathat6, a képek kis részén
talalhatéak meg csak a minta metszetei. Ezutahes t@lomanyrdél, minden egyes felvétélikiva-

gat készilt a dikitett tartomanyrol, igy az adatok kezebisgtge is kbnnyebbé valt. A 2048x2048-as
képméret 859x1096-ra csokkent.

Ezutdn minden egyes felvételen az erek keresztetetaek fellletei kerlltek levalogatasra,
majd egy kulén binaris allomanyba kimentésre. Azafira felvételére vonatkozban a régzitésre
ker(lt fellletelemek lathatéak a 3. abran. A Mattdionyezet lehéséget biztosit fellletek statiszti-
kai adatainak kig§jtésére is, ezaltal meghataroztuk az egyes detddedsztmetszetek sulypontja-
nak képkoordinatait, a fellletekhez tartoz¢ felveteszamat, a feluletelemek terileteit, a legkiseb
és legnagyobb tengelyatni&et, a tengelyek iranyitottsagait, valamint az egfaliletek egyedi
azonositot kaptak. A szegmentélas nyoman felesliegidletek is rogzitésre keriiltek, ezek jetent
része a henger alaki minta kiifellleténél jelentkeztek. A mintavételezéskor Kada apro fosz-
lanyok, a durva felllet miatt a képéitkinyert informéciobdl egy szabalyos henger alékdkk
kerult kivagasra (Kapitany 2012b).

Ez az eljards azért iséelyos, mert a felvételekbaz erek keresztmetszeteire vonatkoz6 statisz-
tikai adatainak levalogatasaval az objektumrekaomkstohoz sziikséges hasznos informéacidk kezel-
hets méreteket és tablazatos format kapnak.

Az érhal6zat kialakitasa egy olyarshalézatként tértént meg, mely csonka kip formagzés
kapcsolt elemekdi éplil fel. Ezek kialakitasa a Matlab beépitettapasdnak hasznélataval tortént,
alapesetben 20 pontbdl alld, sokszdgekkel kbzektetk altal hatarolt csonka kupokkal. A felllet-
elemek statisztikai adatai adtak meg ezen alapghrait, valamint azok sulypontjait és az egyes
alkotéelemek magassagat. Ahhoz hogy ezek az ewyekiatpkithatéak legyenek, fel kell allitani a
kapcsolatot az egyes fellletelemek kdzott. A kalatisendszer kiépitése egy plusz azonositészam
kiosztasaval tértént. Ez a folyamat Ugy zajlotighaz adott fellletelem a kbvetketelvételre lett
atvetitve, majd a kornyezetébedefeliletek keriltek kivizsgalasra. Amennyiben aypohtja a
kovetked réteg egy fellletelemére esik, a két elem Osspetamak tekinthét Ez a szamitas az
Osszes detektalt feluletelemen végigfut, és megdetaz azonositdk kiosztasa.

", 200 micrometer

3. &bra. Az 1. abra felvételének szegmentalasa
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Ha egy ér elagazik, akkor probléméak adédhatnakehar erek alakjai amorf formét oltenek és a
tengelyatmésk adatai nem annyira szemléletesen mutatjak a kédos. Az ilyen eseteket kilén
kellett kezelni, vagyis tobbféle sajat fejlestitéddgazas kerésszirés is bevezetésre kerilt ezen
helyzetek felismerésére. Végul Kettazonositd kiosztast alkalmaztunk, mely az dsdpetaérsza-
kaszokat egylttesen és kulon-kulon is ellatta egyegyedi jelzéssel. A kapcsolatok jellemzésére
szolgél a 4. abra.

A tengelyatmésk kozil a legkisebb tengelyatnéékeriilt felhasznalasra, mivel ha egy ér a fel-
vételekkel nem derékszdget zar be, vagyis lapoatdhat rajtuk, akkor a keresztmetszetek alakja
elnyujtott lesz. Ennek geometrigjat mutatja be aata, melyen az eret egy henger testesiti meg. A
képen azA sikon a henger tengelyére rbleges sikvetiilet, B sikon pedig egy ferde metszet latha-
t6. Amennyiben egy hengert egy sikkal metsziinkadegkisebb tengelyatm@&mindig a henger
sugaranak kétszerese lesz, a legnagyobb tengelyapadig a henger sugaranak és a nietsk
szbgének szogfiiggvénye szerint alakul. Az erek flexfsséhez a legkisebb tengely aténéal-
hasznalhaté adat, mivel ha a felvétel t@ésges ferde sikkal metszi az adott eret, az akkartény-
leges ératmét jellemzi. Az erek simitdsa érdekében az dssoat@rérszakaszokra jellehatlagos
ératmed keriilt alkalmazasra.

A feldolgozas soran kimentésre keriltek a detektflletelemek legsz&sixelei is. A 6. abran
a feluletelemek korvonalai lathatéak. Jol érzékiette abra a dszeli haldzatot, valamint komplex
formait és bonyolult, szerteagazo6 rendszerét. Epogkos adatai, mészamai rogzitésre keriinek,
hogy elemzésekhez preciz eredményeket biztosithaissde a modell vizualizaciéjahoz egy gene-
ralizalt modell kerilt alkalmazésra. Az egyes ékeasaokra jellemi atlagos ératmér valamint az
erek szabalyos kor alaku keresztmetszete kerlidzsd@sre.

A 7. és 8. abran lathato a felvételékligyjtott adatok alapjan készilt modell, valamint az
ImageJ szoftver altal 6sszesimitott voxelek képadiett) azonos alapadatokat hasznal fel, csak
mig az ebbbi geometriai primitivekll épit fel egy hdromdimenziés modellt, addig az gma az
0sszes megtaldlt pixelt helyezi el a térben, vddalealakitva. A két abran jol lathato, hogy az erek
vezetése az ImageJ esetén sokkal simabb, és jalzeanélteti a valdsagot, &mbabdlitasanak
ideje és teljesitményigénye is nagyobb.

A kapott eredmény sokkal nehezebben kezélhéteg a minta méretének novelésével valik
egyre nehézkesebbé. Az ImageJ tényleges felilletképz a teljes allomany esetében nem nyilt
lehetiség, mert tal nagy memdriakapacitast igényelneel&ételek Matlabbal térténelemzése,
valamint az egyszésitett megjelenités viszont percek alatt megtcktéai szamitégép komoly
igénybevétele nélkul is.

Kihangsulyozando, hogy a Matlab illetve az Imagegitségével Iétrehozott eredmények kdzott
lényeges kiulonbségek vannak. A Matlab megoldasaogmn halézat kialakitasat teszi lehet,
mely soran az egyes érszakaszokhodledizioldgias adatokat kapcsolhatunk, és ténylages
dellképzéssl beszélhetiink. Az ImageJ (illetve a korabban ettliAmira) eredménye ellenben
tisztan csak vizualizaciét enged. Azonban mindHgtré&ssal érdemes foglalkozni, mert az egyik
megoldéas nagyban segiti a mintdk elemzését, éslalhkialakitdsat, a masik pedig megjelenitésl,
valamint ellerzésul szolgalhat, igy kiegészitve egymas hiangzssa

4. abra. A kettds azonosit6-kiosztas elve
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5. abra. Henger vizszintes és ferde metszete

5 Osszefoglalas

A nagyfelbontasu rontgenfelvételeket felhasznablebség nyilhat a szévetek mélyrehaté vizsgéa-
latara, akar egy egysZeszemélyi szamitogép segitségével is. A cikkbet heddszert alkalmazva
kivalaszthatjuk a felvételek relevans informacitabmat, majd azokat felhasznalva egy kisebb ka-
pacitasigéngy, konnyen kezelhét adatallomanyhoz juthatunk, mely lebw# teszi a szévetminta
részletes elemzését. A bemutatott vizualizaciéalaazas pedig megkénnyiti az eredeti felvételek
Iényegének megjelenitését, valamint megértését.

A cikk szerdi tervezik az elkészitett alkalmazas tovabbfejieszt a kinyert adatok tovabbi sta-
tisztikai elemzésével, a kapcsolddasi viszonyokleéss vizsgalataval, tovabba a megjelenitési
médszer finomitasaval. Ezeken kivil a fejlesztésitien szerepel még a kilonbdestési médok
vizsgélata, illetve a kulonbézredel mintdk 6sszevetése.

6. abra. A detektalt fellletelemek koérvonalai a Matlab $zef megjelenitésében
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8. dbra. ImageJ hasznalataval Iétrehozott modell
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MS KINECT — FLASH LIDAR PONTOSSAGI VIZSGALAT
ES GOMBILLESZTES

Molnar Bencé Charles K. TotH’

Nz

zass  MS Kinect — Flash LIDAR accuracy test and sphergifig — Flash LIDAR emits infrared
light pulses and captures the reflected signalabgensor, thus resulting in a real-time 3D medel
ing device. Spatial coordinates of the reflectpuints are calculated by triangulation. MS Kinect
is actually a Flash LIiDAR and a motion sensor addfor computer game consoles. This study
introduces an indoor navigation method with Kines¢aling with specialty of Kinect's quantized
point cloud. For higher accuracy a new sphererfgtmethod was developed for the quantized point
clouds.

Keywords: MS Kinect, sphere fitting, quantized point cloudsijtioning

A lézerszkennerek egy csoportja az ugynevezeth Ei@AR, mely a hagyomanyos Iézerszkenne-
rekkel ellentétben egy infravérés impulzust bockiajmajd a mérengifeliletrsl visszavedds jelet

egy matrix szenzor segitségével felfogja. A vissédy jelek alapjan efmetszéssel kiszamithaté a
felulet haromdimenzids feluletmodellie. A MS Kinegy jatékkonzolhoz kifejlesztett Flash LIDAR
€s egy szines kamera egylttese, mellyel szamiggdgleok irdnyitdsa valik lenfté emberi moz-
gas segitségével. Tanulmanyomban az eszkdz atzitté pontfelti alapjan tértéd navigacios
eljarast szeretném bemutatni. A Kinect kilonleggss@ogy a pontfelft erdsen kvantalja, ezért
kilénleges gombillesztési eljarast fejlesztettiinka knérési eredmények pontossaganak névelése
érdekében.

Kulcsszavak: MS Kinect, gdmbillesztés, kvantalt pontféJthelymeghatarozas
1 Bevezetés

A Microsoft XBOX360 szamitogépes jatékkonzol kiegjégeként elérhdt Kinect mozgasérzékel

a szamitégépes jatékokat még interaktivabba tAgpinban a Kinect valdjdban egy Flash-LiDAR,
mely a teljes latdmézmasodpercenként 30 térbeli mérését teszi deketgy infravords projektor
és egy CMOS infravoros érzékedegitségével.

Az elsmetszés elvén tkodd Flash LIDAR-ok mar évek ota elériiek (Shan és Toth 2008),
azonban pontossagi okokbol nem terjedt el a hasahal Az infra tartomanyd fénymérés miatt
foként csak beltérben hasznélhaté eljaras, emellagjasm a zaj/jel ardnya. Nagydeye, hogy a
latomez minden pontjarél nagy frekvencidval ad vissza ey informaciot, igy a fejlesztések
tovabb folytak. Napjainkban a jel-zaj viszony jasiéval nagy eredményeket értek el, azonban a
berendezések magas koéltsége neheziti az elterjextési

A mérnoki igényeket maximalisan kielégflash LIDAR eszk6zok mellett érdekes alternativa a
Kinect (Khoshelham 2011), hisz ara joval kedil®z a tdmeggyartas miatt és megbizhatésaga nem
tér el jelendsen a céleszkozadt(Weinmann et al. 2011). Mérnoki modellezésre égrheghataro-
zasra val6 alkalmazhat6sagat korabbi tanulmanyaimkiizsgaltuk (Toth et al. 2012, Molnér et al.
2012a). A Kinect altal szolgaltatott adatok kildy@ssége, hogy a tavolsagadatokat kvantalt forma-
ban adja vissza, raadasul a kerekités mértékeytdsiolsdggal egyitténigy, hogy a kerekitééb
adodo szabalyos hiba mértéke jefsen nagyobb, mint a méréseket teftmdj. Ez a pontillesztési
és objektummodellezési technoldgidk egy Uj modiitekeli meg, ezért gombok esetében egy (j
illesztési eljarast fejlesztettiink ki (Molnar et @012b), melynek jelen dolgozatban képelémz
moédszerekkel torténtovabbfejlesztését mutatjuk be.

A pontos gémbmérést lele® te\b algoritmus segitségével tébb gdémb mérését kévemeg-
hatarozhatéva valik a szenzor pillanatnyi helyzetegémbodk automatikus detektaldsa Canny-

"BME Fotogrammetria és Térinformatika Tanszék,1141NBiegyetem rkp. 3.
E-mail: molnar.bence@fmt.bme.hu

"The Center for Mapping, The Ohio State Univer&giumbus, OH 43210
E-mail: toth@cfm.ohio-state.edu
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élkeresést (Canny 1986) kdgeatiough-transzformaciéval (Hough 1959) valéékidn megoldhatd,
majd a gdmbillesztési algoritmus segitségével algikrszenzor-koordinatarendszerbeli helyzeté-
nek meghatarozasa is letwt valik. A targyoldali és szenzor-koordinatareratsk kdzti kapcsolat
meghatarozasat kowen a szenzor koordinatait transzformalva meghat@tdxa valnak a szenzor
pillanatnyi koordinatai, mindez valésdiden. igy végeredményben a Kinect szenzor segiteégév
megoldhatova valik a beltéri navigacio és térképezé

2 Kinect szenzor

A MS Kinect egy szines kamera, valamint egy inftm&az6 és kamera egységéklkgpul fel
(1. &bra). Az infra vetdtegy strukturalt mintazatot vetit, melyet az infeamera érzékel és a tavol-
sag adatokat a parallaxisb6l szamitja ki, tehagms&iési elven fikodik. Az érzékelk CMOS
szenzorok, igy a kiolvasasuk nagy sebességgekledest, ennek kdszonbet 30 Hz-es frekvencia-
val tortér$ modellalkotas.

A szines kamera és a mélységszenzor kalibraciogdéeied, hogy az eredményként szolgalta-
tott térbeli pontfelli valdés szinadatokkal is rendelkezzen. Az érzdkélsszesen 3 képet adnak
nyers mérési eredményként: a 3 savot tartalmanesiiépet, a mélységadatokat tartalmazé 11 bit
felbontasu szirkearnyalatos, illetve a visszédeétt infrajelek intenzitdsat mutatd sziirkearnyadato
képet (2. &bra). Egyre tobb olyan alkalmazas Iavitgot, mely a Kinectet hasznalja fel kilonb6z
feladatokra, aminek oka egyrészt a Microsoft &tdbtt, j6I dokumentalt fejles#ornyezet, de
legalabb ilyen fontosak a nyilt forraskodu fejlésxornyezetek, melyek felhasznélasa és fejleszté-
se mindenki szaméra engedélyezett és ingyenesaulntanyban ismertetett mérésekhez a Matlab
kérnyezetbe beépiilOpenNi fliggvénykdnyvtarat haszndltuk. A Kinecejekgi korlatja, hogy a
meérési tartomanya maximalisan 10 méter koril vana &ésbb részletezett kvantalas miatt tavol-
sagadatai korllbelidl 3 méteres hatdsugarban tbazsiknalhatova.

RGB kamera

—‘_h_—-—-—.
XBOX 360

Infra sugarz6 Infra kamera

1. dbra.MS Kinect

2. &bra. A Kinect altal szolgéltatott adatok: szines, mélyéé az intenzitas kép

Geomatikai Kdzlemények XVI, 2013



MS KINECT — FLASHLIDARPONTOSSAGI VIZSGALAT ES GOMBILLESZTES 111
3 Kvantélasbol adédé szabalyos hiba

A Kinect USB 2.0 porton keresztll csatlakoztathatézdmitégéphez, melynek maximdlis adatto-
vabbitasi sebessége korlatozott (480 Mbps). Mivehd@sodpercentként 30 adatrbgzités adatait
(30db 640x480-as kép) tovabbitani kell, ezért ays@#adatokat mar a szenzor maga kerekiti, és
ugy tovabbitja 11 bit-es formatumban. A Kinect &i az eredeti felhasznalasi céloknak megfele-
I6en a kerekitési hatarokat a tavolsag fiiggvényélbgdrdrtak meg, igy parhuzamos rétegek ala-
kulnak ki a pontfelliben. A kbzelebb |6 objektumok tavolsagértékei kisebb métidlerekitést
szenvednek el, mig 3 méter felett ez a kerekitéSk @lérheti az 3 cm-es nagysagrendet is (3. Abra)
A kerekitési hiba szabalyos hibanak tekinthés hatasa sikillesztés esetén altaldban a kidtgenl
miatt nem jelentkezik. Fontos megjegyezni, hogeeekitésbl adodd szabalyos hiba mértéke lega-
labb egy nagysagrenddel meghaladja a nyers tavhagtagtokat terhélzaj mértékét.

Osszetettebb feliileteknél — mint példaul egy gdémazenban a kerekités komolyabb hibat
eredményezhet. Gombfellletek esetén ez altalabdmeéretezést jelent (4. abra), melynek hatasa a
tavolsadggal ndvekszik a nagyobb kerekitések miatt.

A szabdlyos hiba forrasat j6l szemlélteti az (Safibugyanis a hagyomanyos gombillésalgo-
ritmusok a sugariranyd hibak eloszlasa alapjan #daki a sugarat, mely az egyes rétegek kézép-
vonalat mutatjak varhat6 értéknek. A gémb belsegigontok szama azonban a morfolégia miatt
mindig nagyobb lesz, mint a kivilreéggontok szama, ezért az alulméretezés.

Réteghatarok

Kerekités mértéke [cm]

o
o

o 05 1 15 2 25 3 35
Targytavolsag [m]
3. dbra. Rétegek kozotti tavolsag a targytavolsag fliggvéanéb
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4. abra.Kvantalasi hibat nem figyelembe \egémbillesztés eredménye
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v oo Mért pontok

—— Rétegek kézti ugras
- Kiilpontossag

— Gomb

p— Réley kicli ugras lelezGponl

5. bra. A gdmbre eé rétegek elméleti vazlata

4 GOmbmér algoritmus

A pontosabb eredmények érdekében a szabalyosdabéaietriai megfontolasok alapjan kikiiszébo-
16 gdmbillesztési algoritmust fejlesztettiink ki. Ategek matematikai kdzépvonalait tehat nem
gombfeluleti pontok dsszességei alkotjak, de ageitekdzti ugrasok felépontjai elméleti gombi
pontok (5. abra). Két réteg kozti ugras egy, a kateagelyre méleges koért kell, hogy meghata-
rozzon, tavolsdga a két hatarold réteg tavolsagéatiagaként adhatdé meg. Ezen térbeli gorbék
Osszességére vald gombillesztés mar medfetelkvantalasb6l addédé szabalyos hibaktdl mentes
végeredményt szolgéltat. A kdrdkre valé gdémbillészsoran sllyozassal figyelembe vettik az
egyes rétegekre @pontok szamat, illetve a beesési szdget. A rétaghlakdrének meghatarozasat
Hough-transzformécio segitségével oldottuk megyroelaris képeken alkalmas fiiggvénnyel adott
gorbék — jelen esetben kor — detektalasara. A Haragtszformacié megbizhatésaga 10 pixel alatti
sugaru korok esetén azonban nem medfelgly ezek hatasat a gombillesztés soran szinté§o-su
zassal csokkentettiik. A kvantalasi hiba hatasétkesi illesztés a kdvetkeézlépésekkel hajthatd
végre:

Elkeresés a mélységadatokon (6a. abra) Canny-atamisegitségével (6b. abra).

A potencialis gdmbok helyének meghatarozasa Horagistformacioval.

Az elkulonitett gdmbre vetéirétegek szétvalogatasa.

Réteghatarok detektalasa Hough-transzformaciowalaiéra).

Réteghatar korok képi koordinatakrél valos téribefidszerbe transzformalasa a mélység-
adatok segitségével.

Legkisebb négyzetes gombillesztés a térbeli korfkrabra).

agrONE

o

Nyers mélységkép Elkeresés és gbémbazonositas eredménye Réteghatar azonositas

. e H e
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6. abra.a) Mélységkép b) élkeresés és kordetektalas ergdnoynéteghatar detektalas
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7. dbra. Azonositott kdrok

A kidolgozott algoritmus j6 hatasfokkal és nagy esd®ggel képes a teljes mélységadatokat tartal-
maz06 képbl automatikusan azonositani és meghatarozni a Edthven 16w gombok térbeli hely-
zetét és sugarat. Amennyiben kisebb gombokre firteemérés vagy 3 méternél tavolabls gem-
boket mériink, a Hough-transzforméacié nehézségett miakorabbi tanulmanyban alkalmazott
(Molnar et al. 2012b), sikra vetitést alkalmazarmds hasznalandoé.

5 Szenzor poziciéjanak meghatarozasa

A mozgasban |é¥ Kinect pillanatrél pillanatra valtozé vonatkoztsitdendszere és a referencia
rendszer kézoétti kapcsolatot illepbntokkal — esetiinkben a pontfélé illesztett gombok — lehet
meghatarozni. A rendszerek transzformacioja tOe€rth paraméteres, affin illesztéssel — ekkor
3illeszpontra van szikség — illetve feltételezve a kowaiket: egyed méretarany, csak
Z tengely koruli forgatasqd torténik, illetve az illes#ipontok kilonbéd Z magassagon helyezked-
nek el, akkor 2 illes#pont is elegentl Ezen feltételek beltéri navigacio esetén biztaddak. A
szenzor- és referencia koordinatarendszer koztcdapt leirasat kovéen barmely Kinect altal
régzitett pont koordinataja atszamithat6 az iligsantok altal definialt rendszerbe, illetve elvégez-
het a pontfellé szekvenciak egymashoz illesztése is. A transzfoidsgparaméterek meghataroza-
sara a feltételi egyenletek linearizalasat kéeet egyszdr legkisebb négyzetes kiegyenlitést
(Detrekéi 1991) hasznaltunk. Ismerve a Kinect megbizhatéisdly valtozasat a targytavolsag flgg-
vényében, a kiegyenlités sordn érdemes az iflpsmtok szenzort6l vald tavolsdga alapjan sulyoz-
ni.

6 Eljaras hitelesitése

A fent bemutatott eljaras alkalmazhatésaganak diasgra tesztteriletet épitettiink. 152 mm sugar(
expandalt polisztirol (,hungarocell”) gdmboket haéltunk illeszépontokként, melyek koordinatait
FARO Focus3D lézerszkenner segitségével (8. altaydetunk meg (a szkenner feldolgozé szoft-
verének beépitett gombillegztlgoritmusa segitségével).

A lézerszkennelt dllomanyt atiszerben elérhétlegnagyobb pontossaggal készitettiik, hogy
egyben a Kinect altal mért pontféthis minssiteni tudjuk. A Kinecttel mért gémbok kdzéppontjai
nak tavolsaga maximalisan 2 mm-re tért el a |ékerazelt adatokbdl nyert tavolsagokkal. A lézer-
szkenner gyari adatai szerint 10 méter alatt 2 rdm¢ghibaval dolgozik pontonként, mig a pontfel-
hére illesztett gdmb a zajsaehibakat atlagolassal kiéd, igy nagyobb megbizhatésaggal véhet
figyelembe, 6sszességében tehat a Kinect mérésikpest hibatlan mérésnek tekinthet

A Kinect pozicidja hatrametszéssel tottészamitasanak elléreése a lézerszkennelt adatok
alapjan csak nagyséagrendileg lehetséges (a méhestys fokuszpontja nem mérigtigy azokat
ismételt mérések alapjan statisztikai modszerekkebsitettik.
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8. dbra. A tesztterililet mérése Kinecttel és lézerszkennerrel

Minden alldspontbdl legalabb 7 mérést végeztinkalagjan kimondhatd, hogy a gémbdk kdzép-
pontjanak meghatarozasaban 3 méteres targytavals&sgymaximalisan 1 centiméteres szoras ta-
pasztalhat6 (la. tablazat), a gémb sugaranak n@ghasanal 3 mm-es szoéras (la. tablazat), mig a
Kinect pillanatnyi poziciéjanak meghatarozasa maisan 2,5 cm-es szorassal tortént a teljes (0,5-
3 m) mérési tartomanyon (1b. tablazat).

Az eredmények sematikus megjelenitése a 9. abkémthe®b meg. Az ismétléses méréseket 4
kalonbdz helyl végeztik el, melyek dsszefoglalé eredményeit @tdazat tartalmazza. Az adat-
nyeréstl a szenzor pozicidjanak meghatarozasa a jeleMatjab kdrnyezetben 1,5 mp futasbtd
vesz igénybe (i7-2720 CPU, 8GB RAM, 64bit), melyitdlt program fejlesztése esetén jeisen
csOkkenthet.

A meghatarozott transzformaciés paraméterek segiet a teljes Kinect altal gjtétt pontfel-
hét attranszformaltuk az illesztés eltenése érdekében (10. abra). Az illégontok altal kozrezart
terlleten a fellletek kozti kilonbség nem haladgg raz 1 centimétert, az egész modellt tekintve Z
tengely kordli elfordulas tapasztalhato.

1. tAblazat.a) Egy gombillesztési eredmény b) Hatrametszézsehitott Kinect pozicio

X[mm] Y [mm] Z[mm] R [mm] X[mm] Y [mm] Z[mm]

1 28079 309.8 281.0 1483 1 1059.7 1221.1 5754
2 2825.7 301.0 2834 1549 2 1086.2 1149.3 573.0
3 2822.4 302.0 2879 152.6 3 1084.2 1154.1 570.9
4 28255 3009 283.1 1554 4 1077.7 1169.1 573.3
5 28149 302.0 2823 150.6 5 1079.8 1171.6 573.7
6 2823.8 3024 283.0 15438 6 1079.3 1168.6 574.1
7 2821.6 300.7 283.3 153.3 7 1078.5 11729 572.7
Szérds 6.552 3.218 2.135 2.621 Sz6rd8.625 23.322  1.382
Atlag 2820.3 302.7 2834 1528 Atlag 1077.9 1172873.3
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2. tablazat.Ismétléses szenzorpozicié meghatarozas eredmsrsgeisa

X Y z k  STD(X) STD(Y) STD(Z) STD()
[mm] [mm] [om] 7] [mm]  [mm]  [mm] (]

1 10769 11979 5721 195 35 12.4 0.8 0.32

2 1359.2 4877  597.0 442 104 14.3 2.3 0.42

3 15120 8813 4885 201 04 7.1 1.8 0.16

4 13643 12983 4475 215 16 9.9 1.4 0.27

A mozgési trajektoria (palya) helyreallithaté a jpak egymas utani meghatarozasabol. A hely-
meghatarozas pontossaga fligg az azonositott goszdikatol és a mélységképen valéd elhelyezke-
désésl. Ezért a trajektéria meghatarozas soran valteti@telek mellett helyeztik el a szenzort,
hogy a hatasokat ennek fliggvényében tudjuk eleméznieredményeket a kiegyenlitett értékek
kozéphibai alapjan értékeltik (3. tdblazat). A kamsoknak megfeléén a legtavolabbi pontnal
tapasztalhatd a legnagyobb hiba (6 cm), mig aga@dl&ozéphiba 2 cm. A Kinect mozgasat leiré
trajektoria a 11. 4bran lathato.
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9. dbra. Az eredmények sematikus megjelenitése: gdmbok,dKiea kiils referencia rendszer
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10. dbra.a) A lézerszkennelt (sziirke) és a transzformalekirffekete) pontfelivalamint b) az illesztés hibaja
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3. tablazat. A kilénb6® poziciok szamitasanak kozéphibai

ox [mm] oy [mm] oz [mm] o [mm]

1 12.7 20.2 6.6 24.8
2 6.5 9.9 3.4 12.3
3 4.8 7.5 2.6 9.3
4 8.8 15.1 5.3 18.2
5 7.5 12.7 4.6 155
6 6.9 10.7 3.9 13.3
7 8.5 13.8 5.2 17.1
8 7.1 115 4.4 14.2
9 4.6 7.1 2.8 8.9
10 4.6 7.1 2.8 8.9
11 45 7.0 2.7 8.8
12 5.3 10.5 3.3 12.2
13 9.6 15.4 6.0 19.1
14 5.4 8.6 35 10.7
15 75 11.8 4.8 14.8
16 4.4 6.2 2.5 8.0
17 11.6 14.1 5.9 19.2
18 7.1 8.5 3.7 11.7
19 4.7 5.7 2.5 7.8
20 13.2 12.5 6.3 19.2
21 27.4 12.1 11.7 32.2
22 22.9 10.1 9.8 26.9
23 4.6 5.2 2.4 7.4
24 16.7 24.0 9.6 30.8
25 16.7 24.0 9.6 30.8
26 12.4 26.4 8.7 30.4
27 7.8 20.5 7.8 23.3
28 3.1 6.4 1.9 7.4
29 15.4 41.1 11.3 45.3
30 16.1 42.6 11.8 47.1
31 16.5 42.0 11.8 46.6
32 14.4 24.5 6.9 29.2
33 35.1 50.3 15.1 63.1

Atlag 10.7 16.5 6.1 21.0

Max 35.1 50.3 15.1 63.1
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11. bra.A Kinect mozgasi trajektoriaja
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Osszefoglalas

A Kinect nagyon igéretes eszkdz objektumok térbadidellezésére kis targytavolsdgok esetén.
Amennyiben a targy morfolégija ismert, a kvantatdsad6do szabalyos hiba hatasa kikliszéboélhe-
t6. Ez lehebséget ad a Kinect mérndki gyakorlatban valé felhaksara. Beltéri navigaciora és
térképezésre is alkalmassa téhat eszkdz automatikus képfeldolgozé és felllstiliealgoritmu-
sok segitségével. A tanulmanyban bemutatott gdedzitl algoritmus lehdivé teszi azok millimé-
ter nagysagrerdmérését és centiméter nagysagtepdzicionalasat. Elkeresési és kordetektélasi
eljarasok felhasznalasaval a gdbmbok azonositasa magbizhatosaggal elértiea mélységadato-
kat tartalmazo képen.

Méréseinket tobb Kinect szenzorral is sikerrel rapgiteltiik, hogy az elérliepontossag esz-
koz-figgetlenségét is megmutassuk. A hirek szdrarharosan varhaté a Kinect2 megjelenése,
mely varhatéan kiterjeszti a mérési hatétavolsagiszen az érzékél kétszeres geometriai felbon-
tast nydjtanak, és az adattovabbitasértdslerotokoll valtozasa miatt a kvantalasbél adoddako
tok is csokkenni fognak.

KdszonetnyilvanitasA dolgozatot Dr. Detrel Akos professzor Ur emlékére ajanlom készonetkép-
pen a tobb éven at tart6é témavératinyitasaért.
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ERATOSZTHENESZ FOLDSUGAR-MERESENEK
VIZSGALATA

S7ics LaszId

Nz

zass  Examination of Eratosthenes’s method for Earth rad8 determination— Eratosthenes
was the first scientist who determined the Earttiua. We try to reconstruct the measurement
technologies. We re-compute the ancient resultssidering the errors of the ancient theories,
measurements and computations.

Keywords: Eratosthenes, radius of the Earth, Alexandria, 8yen

A cikk az el§ foldsugar-méréssel foglalkozik, amelyet i.e. 2#@rt Eratoszthenész végzett el. Az
okori foldrajztud6sok kdnyvei alapjan megprobalpgkonstrualni Eratoszthenész mérési modsze-
rét, és vizsgaljuk az eredmények értelmezését islvih a mérési és a szamitasi hibak figyelembevé-
telével 6sszehasonlitjuk az 6kori eredményeketi ddmalgugar értékkel.

Kulcsszavak: Eratoszthenész, foldsugar, Alexandria, Syéne
1 Bevezetés

Eratoszthenész Pentatlosz (i.e. 276-194) az 6kgik égemelked alakja, a tudomanyos foldrajz
megalapitoja. Zenész, kéltfilozofus, matematikus, csillagasz és foldrajisidTanulméanyait az
egyiptomi Alexandriai kdnyvtarban, majd Athénbangegte. l.e. 246-ban Ill. Ptolemaiosz
Euergetész faraé meghivta, hogy iranyitsa az AldsainkKonyvtar munkajat és legyen a tronérokos
tanitoja. Oreg korara elvesztette latasat, és nigelmar dolgozni nem tudott, halalra éheztette
magét. Legfontosabb foldrajzitive a hdrom koteth allé ,Gedgraphika”, amelyll sajnos nem
maradt fenn példany. Azonban ékori s#graniveibdl megismerhetjik annak tartalmat és Era-
toszthenész munkassagat. A kor féldrajztudosaitéiéen, Uj szemlélettel allt & miszerint a fold-
leirasba bele kell vonni a matematikai és a fizitaptételeket.

Eratoszthenész idejében elfogadott tény volt a Goldb alakja. A vilagot 5 z6nara osztottak. A
kdzép$ volt a lakhatatlanul meleg ,forré” 6v az egyeéltgjan. Etbl északra és délre is a sarkko-
rokig tart egy-egy lakhatd ,mérsékelt” 6v. Végusarkkorokon tul kdvetkeznek a sarki 6vek, me-
lyek annyira hidegek, hogy ott nem lehet életbemadhai. Ezért a kor foldrajztuddsai az északi
lakhat6 z6nara korlatoztak tevékenységiket. Azordidroz, hogy a foldrajzi leirdsokban, a térké-
peken és foldgombokdn a foldrajzi helyek tavols@gteéimezhdik legyenek, j6 lett volna ismerni a
Fold sugarat.

2 Eratoszthenész alapfeltevései

1. ,Alapféltevés az, hogy a fold a tengerekkel egyirtilgalakd, s egy és ugyanazon felszine
van a tengerekkel. A fold kiemelkedései ugyares ihagysag mellett, mint csekélységek,
észrevétlendl maradnak, s figyelmen kivil hagyhatgyhogy a gémbalakot nem ugy kell
értenlink, mintha azt kafeel rajzoltak volna.” (Strabén 1977. 11.5.7.)

Ehhez kapcsolddik a helyi fudlgges értelmezése isa sllyos targyak mozgéasa a kdzép-
pont felé tart, e kériil gémb alakira 6ssagisodve all a Fold.” (Strabdn 1977. 11.5.2.)

2. LA téritvnek sziikségképpen Syénénél kell lennie, merhyjtha napfordulat idején a nap-
Ora mutatdjanak délben nincs arnyéka (Strabdn 1977. 11.5.7) Syéne a mai Asszuan te
riletén talalhat6 a farad-korban jeliénkereskeévaros volt. Jeledségét bizonyitja, hogy
a varosban a faraok palotat épittettek maguknak.

*E-mail: szucs.laszlo@ybl.szie.hu



120 SUcsL

3. ,A syénei délkor pedigsképp a Nilus folyasiranyaba esik Meroétol Alexadidri.”
(Strabén 1977. 11.5.7) — azaz Syéne és Alexandyimmpazon délkdron (meridianon) fek-
szik.

4. A Nap kildotte fénysugarak a vilag kllondozszein egymassal parhuzamasak
(Ziegler 1891. 1.10).

3 A fdldsugar meghatarozasanak elve

Eratoszthenész az alapfeltevések utdn a Syénétedarfiriat tartalmaz6 meridian altal kivagott
legnagyobb gombi kérrel foglalkozik. Atvette a nratdika azon tételét, miszerint a koriv kerilete
(m) agy aranylik a kér keriiletéhez, mint a koriv kigénti szoged) aranylik a kor teljes kozép-
ponti sz6géheZf) (Ziegler 1891).

_m_a
2RT 2

(1)

Ha meghatarozzuk a koriv hosszat és kozéppontiészkigzamithaté a Fold sugara. Ezt a két mé-
rést kellett Eratoszthenésznek is végrehajtaniaeMiz alapfeltevések kozott szerepelt, hogy Syéne
és Alexandria azonos merididnon fekszik, ezt avkébst valasztotta a koriv végpontjainak. Szintén
alapfeltevés volt, hogy Syéne a Rakt#rifekszik, ezért ott a helyi figbpges irdnya a nyari nap-
fordul6 idején délben egybe esik a Nap iranyavidgénds megmérni ugyanebben azjfbntban
Alexandriaban a Nap irAnyanak zenitszogét, mert az megegyezik az iv kdzépparigével

(1. abra).

4 A két varos tavolsaganak meghatarozasa

Az o6kori frasokban fennmaradt, hogy Eratosztheadezt varos tavolsagat 5000 stadionra becsiilte.
Becslését a korabeli karavanokra alapozta, melyekgésardl preciz nyilvantartasokat vezettek.
Vizsgalatai alapjan egy atlagos karavan napontasidifion tavolsagot tesz meg. Az Gt altalaban 50
napig tart. igy a két varos tavolsaga 5000 stadkamnban a ,stadion”, mint hossz mértékegység,
nem volt ,nemzetkdzi” szinten szabvanyositva. Atkll6® teriileteken alkalmazott ,stadion”-ok
méterre atszamitva az 1. tablazatban talalhatokti(ke48, Forisek 2003).

A rémaiak is atvették a goérog stadiont, mint méetikséget, azonban sajat rendszeriikhoz igazi-
tottdk: 1 romai stadion = 10 000 digitus (huvelyl3IB5 m) = 125 passus (kittépés=1.4798 m).
igy tudjuk, hogy 1 rémai stadion = 184.98=m.85 m.

Egyiptomban is alkalmaztdk a stadion mértékegységegyiptomi stadion = 300 egyiptomi &l.
Az egyiptomi 6l hossza 0.524 m, igy az egyiptoradgin 157.20 méternek felel meg.

Alexandria

Rakterits

Syéne
a
Egyenlité

1. abra. A féldsugar meghatarozasanak elve Eratoszthenészdski alapjan
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1. tAblazat. A legrégebbi stadion mértékegységek méterben kigjdosszai

Stadion fajtaja 1 lab hossza stadionban/lab 1 @talaibssza
attikai 32.8cm 500 164.00 m
olympiai 32.0cm 600 192.00 m
delphoi 29.7 cm 600 178.20 m
gorog és rémai 29.6 cm 625 185.00 m
egyiptomi 52.4 cm (1 6l) 300 157.20 m

Mar az 6korban is zavart okozott, hogy ugyanazortékégység hossza teriletenként mas-mas, igy
a rébmaiak szabalyoztdk az atvaltasi értékeketnpghatérozték, hogy 1 romai stadion = 625 delp-
hoi lab (kozelitleg), ezt Plinius (Holland 1847) és Censorinus ifdea1810) niveiben is megta-
lalhatjuk.

Eratoszthenész tavolsagaval azgisobléma, hogy nem ismerjik, hogy melyik mértélesgy
rendszert hasznalta. Ennek kideritéséhez segite§gghat, ha az altala megadott 5000 stadiont
0sszehasonlitjuk a két varos tavolsagaval. Nemrjgiknehogy a karavanok pontosan honnan indul-
tak és hova érkeztek, igy a méréseket és szamdtidaadkvabbiakban a syénei palota és az egykori
alexandriai kdnyvtar helye kozétt végezzik. Googtdd (GF) programmal meghatarozva a két
pontot 6sszekdtlegrovidebb vonal hossza 841.8 km (GF a WGS8psbidot hasznalja, minden
GF-hdl levett adat erre az ellipszoidra vonatkozik). #ldnb6® stadionfajtakbol szamitott tavolsa-
goknak a GF eredményével valé 6sszehasonlitas&thlazat tartalmazza.

Biztosat nem tudhatunk, igy a kdvetékhen csak elgondolkodhatunk az eredményen. Az els
harom stadionfajta nem volt elterjedt, csakkabb kdrnyezetikben hasznaltak, igy valdszimgy
egy ilyen munkanal Eratoszthenész nem azokkal dolfjoEratoszthenész élete nagy részét Ale-
xandridban és Athénban élte le, igy hasznalhagt@drdg ill. egyiptomi stadiont is. Azonbaniuei
gorog és romai kdzvetitéssel maradtak rank, aHotditék akar at is szamithattak gorég vagy ré-
mai stadionra. A gordg és a romai stadionok alkaima gyakorlati szempontbdl nem jelent ki-
lbnbséget. igy azt mondhatjuk, hogy a goéroég-roraagy az egyiptomi mértékegység hasznalata
nagysagrendileg azonos hibat mutat, csak ellén&lellel. Ez alapjan elddnthetetlen, hogy gérog-
rémai, vagy egyiptomi stadiont hasznalt.

A tavolsag mérésével kapcsolatos masodik problémgy Eratoszthenész figyelembe vette-e
azt, hogy a Nilus kanyargds medre miatt a karavdmaszabb utat tettek meg, mint a legrévidebb
tavolsag lenne. A jelenlegi autout az 6kori karataknak megfelél helyen fut. GF-el meghatéro-
zott, autoval végigjarhato tavolsag kb. 1080 kms2dint ha a karavanok levagtak a Nilus luxori
kanyarulatat, azzal kb. 80 km-t meg tudtak spordlzonban annak valés#isége, hogy a kereske-
delmi karavanok kihagyjak Egyiptom egyik legfontolsavarosat, meglehiten kicsi. Eratoszthe-
nész tavolsaganak az utvonaltervvel valo 6sszeligdsma 3. tdblazatban talalhat6.

Mivel a legrovidebb vonal esetében jéval kisebbahikapunk, mint a karavanit nyomvonala
esetében, gyanithatd, hogy Eratoszthenész valamihdelon figyelembe vette a karavanut szabaly-
talansagai miatti hibat és redukalta a tavolsdggtkapta az 5000-es értéket, vagy nem redukalt, és
a karavanok a valésagban tdbb mint 100 stadiontetizk meg naponta, amit k6zélég 100-nak
tekintett.

Ezek alapjdn még mindig nem tudjuk, hogy Eratosmbe melyik stadion mértékegységet
hasznalta. Azonban a gérog Strabdn és Hipparkiosivieszik Eratoszthenész mérési adatait, a
tavolsagok masik stadion mértékegységre valé kandjarnélkiil (ezt onnan tudjuk, hogy mindket-
ten elfogadjak Eratoszthenész eredményét, miszifigyenlit hossza 252 000 stadion).

2. tblazat.Az 5000 stadion tavolsag 6sszehasonlitdsa az AdeieaByéne legrovidebb tavolsaggal (GF- Google Foéld

Stadion fajtaja 5000 stadion Eltérés GF-t Eltérés GF-l %
gorog és rémai 925 km 83 km (hosszabb) 10.0 %
egyiptomi 786 km 56 km (révidebb) -6.5%
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3. tablazat. Az 5000 stadion tavolsag dsszehasonlitasa az AdeieaByéne Gtvonalon mért tavolsaggal

Stadion fajtaja 5000 stadion Eltérés GF Utvonaltérv  Eltérés GF Gtvonal-
tervisl %
gorog és rémai 925 km 155 km (rovidebb) 14.4 %
egyiptomi 786 km 294 km (rovidebb) 27.2 %

llyen hibat Strabon idejében (amikor mar szabvaigtiak a stadion atvaltasokat) reméitet
nem vétettek volna. gy azt gyanithatnank, hogyrg stadion mértékegységre vonatkozik a mé-
rés. Ellenben azt is tudjuk, hogy a karavanutakéskziilt, Eratoszthenész altal felhasznalt feljegyzé
seket egyiptomi hivatalnokok készitették, ezéréplelhat, hogy a tavolsag mégis csak egyiptomi
stadionra vonatkozik. Az eddigiekre tamaszkodvead@rdést egyéte nem tudjuk megoldani.

5 Az iv kbzépponti sz6gének meghatarozasa

Eratoszthenész két alapfeltevése, miszerint a Ngprai mindenhol parhuzamosan érik el a Fold
felszinét, és az, hogy Syéne a Rakiérfielyezkedik el, megoldhatéva tették a Syéne-Aldra iv
kdzépponti szogének meghatarozasat. A legendainsEmtoszthenész a Nilus vizszintjét tér
katban (nilométer) vette észre, hogy nyari napflirddején délben a Nap fénye visszacsillan a viz
felsziné6l. Ez a valésadgban nem &llja meg a helyét, miv@l@anéterek nem kuatszémepitmények,
hanem inkabb ferdén kiépitett, 1épesl ellatott alagutak voltak, masrészt Eratosztbendejében
Syéne helyzetét ez az ismeret mar elfogadott tény volt. Ennek felefen Eratoszthenész nem
hatarozta meg a deteNap zenitszégét a nyari napfordulé idején Syéngbanem elfogadta azt 0°-
nak.

A tényleges zenitszog mérése Alexandridban toremiyari napforduld idején, amikor a Nap
delelt. A zenitsz6g meghatarozdsdhoz nem a dlaggsen feldllitott bot és arnyéka” alapjan felir-
haté trigonometriai 6sszefiiggést hasznaltak, hasgecialis niszert épitettek, amely azonnal a
zenitszog értékét adta meg. Ez egy felll nyitottsifélgdmb alakd edény (2. 4bra), amelyben sugér
irAnyban egy mutatdé (gnémon) indul a gémb kézégatiitaz edény aljaig (scaphé). A félgomb
belsejének palastjat szabalyos tavolsdgonként edladabkkel lattdk el. A méeszkdz akkor allt
helyesen, ha a gnémon fliggges volt. Méréskor folyamatosan kovették a gnéiduayékat a fél-
gbdmb belsejében. Amikor az a legrévidebb volt, ak#telelt a Nap. llyen médon hatarozta meg
Eratoszthenész, hogy a gndmon arnyéka a nyari riapéoidején 1/50-ed része a rdéiszer
gbmbje keruletének. Ha ezt fokokban akarjuk kifeje360°/50 = 7.2° (Ziegler 1891).

2. abra. A scaphé felépitése és mérés az eszkozzel
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6 A Fold sugardnak meghatarozasa

Ha az iv k6zépponti szége a teljes legnagyobb gé&dbkdzépponti sz6gének 1/50-ed része, akkor
a gombi kor kerillete 50-szer akkoranak kell lenniit Alexandria-Syéne tavolsaga, azaz 50 x
5 000 stadion = 250 000 stadion. A kapott eredmié@yapjan 1° szélességnek 250 000 stadion /
360° = 694.444 stadion hossz felelne meg a Fokkfieén. Azonban Eratoszthenész azt szerette
volna, ha 1° féldrajzi szélességnek kerek egésm@zstadionban kifejezett hossz feleljen meg.
Ezért a legnagyobb gombi kor kertletét 6nkénye&h@O0 stadionra valtoztatta, ebben az esetben
1°-nak kereken 700 stadion tavolsag felelt meg.aHagnagyobb gombi kordk kerillete 252 000
stadion, akkor a Foéld sugara 40 107 stadion (4azab).

7 Eratoszthenész eredményének dsszehasonlitisajaagk eredményével

Mivel Eratoszthenész a méréseit Egyiptomban végezteket a foldsugar értékeket egy olyan
goémb sugaraval érdemes 6sszehasonlitanunk, amekardria-Syéne iven simul legjobban a fol-
det helyettesd, fold-tomegkdzépponti elhelyeZésllipszoidhoz. Ezért a WGS84 ellipszoid Gauss-
féle igen kis hossztorzulasu szégtarté gémbi vedile alkalmazott gdmb sugarat hataroztuk meg,
ahol a normalparalelkért a két varos kozotti té&gldelében vesszik fel. Az Gkori syénei palota
kozéppontjanak foldrajzi szélessége: 24°5'10", gykeri Alexandriai Nagykonyvtar foldrajzi szé-
lessége: 31°12’00", a normalparalelkor foldrajzélsssége a kéttkozépértékeként: 27°38'35”. A
sziikséges szamitasok elvégzése utan (Varga 1988 Bm-es gdmbsugarat kapunk. Ennek Era-
toszthenész eredményeivel val6 dsszehasonlitaséttdablazatban talaljuk. A tdblazat eredménye
azt mutatja, hogy egyiptomi stadion hasznalataéesat elkovetett hiba mindésszesen 61 km, ami
kb. 1%-a a szamitott gémbsugéarnak. Kérdés, hogyo&rthenész tényleg ennyire j6l hatarozta
volna meg a Fold sugarat, a mérési médszer éslanges, 2000 stadionos kerlletvaltoztatas elle-
nére?

8 Eratoszthenész mérésének hibai

Eratoszthenész eredménye (akér gordg, akar egyiptaionban) a kor lehiégeinek figyelem-
bevételével mindenképp kimagaslénak tekirthézonban latnunk kell, hogy a meghatarozasban
tobb ponton is kérdések meriilnek fel. Ezek koztiskel mar foglalkoztunk:

1. Melyik stadionértelmezést kell hasznalnunk? yege nem tudjuk, ezért mindkeéttel sza-
molunk.

2. A két varos 5000 stadion tavolsaganal figyelemiiiee véve, hogy a Nilust kdvekarava-
nok nem tokéletesen egyenes Uton haladnak? — gagy vagy a becslésbe szerencsés hiba
esett.

A szdogméréskor fiiszerhiba” és a leolvasas bizonytalansaga is okotthabét:

3. Nem ismeretes, hogy a gnémont hogyan allitdtigksleges iranyba, ténylegesen mennyire
volt az fug@leges (a riiszer felallitasi hibaja).

4. Nem tudhatjuk, hogy a gnémon mennyire volt feges a méwvonalak sikjaira (gnémon
memslegességi hibaja).

5. Nem tudhatjuk, hogy a félgdmb belsején adwénalak helyzete mennyire volt megbizhato
(osztashiba).

4. tblazat.Eratoszthenész eredményi 6sszehasonlitva a simmbbgtgaraval

Stadion fajtaja 40 107 stadion foldsugar eltérésrmlogdmbdl (km) eltérés (%)
gorog stadion szerint 7 412 km 1046 km (t6bb) 26.4
egyiptomi stadion szerint 6 305 km 61 km (kevesebb) 1.0%
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6. A gnédmon arnyéka nem teljesen egyértelina Eratoszthenész félgdmbjének sugara kicsi
volt (1-2 dm), akkor az arnyék képe ugyan élesnhan a szégmérés bizonytalan. Ha vi-
szont a félgdmb atmé&e nagyobb volt (8-10 dm), a szogrdé&ronalak helyzeti hibaira ke-
vésbé érzékeny airszer, viszont ilyen tavolsagban a gnémon arnyékaetmdosddott, nem
éles (Ball 1942). Mivel az Eratoszthenész altazhak miiszer nem maradt fenn, a 3-6 kér-
désekre nem lehet vélaszt adni.

7. Nem ismerjik a légkori refrakcié hatasat Eratoszész idejében, Alexandriaban. Az Ale-
xandria feletti Iégrétegetképp az befolyasolja, hogy a varos a tengerpaatiathiato.

Azonban mar az alapfeltevéseknél és a szamit&stadélunk hibat:

8. Syéne és Alexandria nem ugyanazon a merididalainato.
9. A meghatérozott 250 000 stadionos keruletetoSesihenész 2 000 stadionnal 6nkényesen
megnovelte.

A syénei palotat az Alexandriai Kényvtarral 6ssz2ék@ azimutja 340°14'24". Vetitsiik Alexandri-
at a szélességi vonalaval a syénei meridianrabf&)aEzt akar gémbharomszogtani dsszefliggé-
sekkel is megoldhatnank, de a GF is alkalmas ad#da. Ha letesziink harom jei6lAlexandria,
Syéne, Vetitett pont), megmeérhetjik a koztlklgwolsagokat. (A vetitett pont foldrajzi szélesség
megegyezik Alexandridval, hosszUsaga pedig SyénéAkixandria-Syéne tavolsagra 841.8 km-t
kapunk, de tudjuk, hogy ezt Eratoszthenész 50Qficstaak vette. Aranyparral kiszamithaté, hogy
a Syéne-Vetitett pont (meridianra vetitett tavol9a§-ben mérhét788.5 km hosszanak 4683 sta-
dion fog megfelelni. Ennek 50-szerese a legnagygiinhbi kor kerllete, azaz 234 150 stadion. Az
ebbsl szamithatd sugar értéke 37 266 stadion (5. tablaz

Gorog-rémai stadion esetében az eredmény javuidisasztalhatjuk, viszont egyiptomi stadion-
nal szdmolva a kordbbi megltEm j6 eredmény rosszabb lett. Mindkét esetbentérésl nagysag-
rendileg azonos, viszontéglében mas. Tehét eblkelddnteni, hogy goérog vagy egyiptomi stadion-
rél van-e sz, lehetetlen lenne.

10. kérdés: Syéne foldrajzi szélessége jelenle@kbre killonbdzik a Raktéfitsl, azaz a varos
nem a tériin, hanem attél kb. 65 km-re, északra fekszik. \édlén nem Syéne, hanem a Rakiérit
helyzetét kell a szamitasoknal figyelembe venni.agziv kozépponti sz6gének mérésében nem
okozott hibat, mivel azt a Raktéries Alexandria helyzete hatarozza meg. A hibat a&s tavol-
sagéaban feijti ki.

Alexandriai Kényvtar
2

-
dSyenchoalots

e

o of

3. dbra. Az Alexandria-Syéne tavolsag vetitése az alexanpaiclelkorrel a syénei meridianra
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5. tAblazat. A szamitott foldsugar 6sszehasonlitasa a simuloggirgharaval,
ha az Alexandria-Syéne ivhosszat a syénei meraiégtitve vesszik figyelembe

Stadion fajtaja 37 266 stadion Eltérés a simulégdémb Eltérés %
sugaratol
gorog és rémai 6 887 km 521 km (nagyobb) 8.2%
egyiptomi 5 858 km 508 km (kisebb) 8.0 %

Azonban figyelembe kell venniink, hogy a planet@nscesszié hatasara az ekliptika sikja és az
egyenlit sikja altal bezart szég)(az idben valtozd, igy a tényleges Rakigtielyzete is valtozik.
A két sik dlésének kiszamitasara a

£=23 262145 - 46818T — 00008'T 2 + 0.0018'T3 @)

Osszefliggést hasznélhatjuk fel, afiad J2000 epochahoz képesti Julian évszazadokatijéles.
1989).

Eratoszthenész mérésének idejében (kb. i.e. 238klgntika dblése 23°43'27"= 23°43.5’ volt.
Jelenleg (2012) ez az érték 23°26'15", ami aztnjilchogy Eratoszthenész idejében a Rakiérit
foldrajzi szélessége kb. 23°43.5’ volt. A syéneliope foldrajzi koordinatai GF alapjan 24°5.1', a
ketts eltérése 21.6% 0.36°. igy a mérés idején Syéne kb. 40 km-rel Katztara volt a Raktéfinél.
llyen kis szdg a korabeli iiszerrel gyakorlatilag kimutathatatlan volt, mivglyel0 cm-es gnémon
arnyéka ebben az esetben 0.6 mm, egy 100 cm-es@ @me. Ennek kdszonlieaz alapfeltevés,
hogy Syéne a Raktésft helyezkedik el.

Kdnnyen elleirizni tudjuk az iv kdzépponti sz6gét is, ami nensmaint Alexandria és a kora-
beli Raktérit foldrajzi szélességének kulénbsége, vagyis 7.48° Ez alapjan Eratoszthenész
0.28°-ot tévedett szogmérésének eredményében.

Mivel Syéne 40 km-rel a Raktéstél északra helyezkedett el, ez a hiba a tavolsadhatéagpza-
saban jelentkezik. 40 km megfelel 216 gordg, vagy egyiptomi stadionnak. Ezekkel az értékek-
kel megjavitva az 5000 stadion tavolsagot, a Gatabban lathatdé eredményt kapjuk (az eredeti
7.2°-0s kdzépponti szbget hasznalva). Ha a syéeeidiénra vetitett tavolsdggal (4 683 stadion)
szamolunk, az eredmények kisebb javulast mutathatablazat).

9 Az eredmények értékelése

Az, hogy Eratoszthenész nyers mérési adataibllukapjlegjobb eredményt, a szerencsének ko-
szbnhet. A szdmitashoz felhasznalt tavolsdg nagyobb, @&pianti szég viszont kisebb volt a
ténylegesnél, pont olyan mértékben, ami egyiptaimilien mértékegységet feltételezve igen sze-
rencsés egyezést mutat a WGS84 ellipszoidhoz Exqgyipdl illesztett Gauss-gdmb sugaraval.

A szadmitasoknal elhanyagolasokkal éltink, mivel nemifiméterek kimutatdsa volt a cél,
10-20 km eltérés most jelentéktelennek tekirthHetatoszthenész tavolsagmérési eljarasahoz ké-
pest. igy nem tettiink kiildnbséget a Gifdevett ellipszoidi, és az illesztett Gauss-gdnvailamint
a szintfellleti koordinatak és hosszak kdzott. AltsFlevett koordinatak és tavolsagok alapjan az
Alexandria-Raktérit meridian-iv hossza (788.5 km + 40 km =) 828.5 km,v kozépponti szoge
7°28'33" (a két pont WGS84 ellipszoidi foldrajzi&dessége kildnbségdp az eblsl szamithato
gdmbsugar értéke 6 350 km, ami a médszer megbidgdb tekintve megegyezik a simulégdémb
sugaraval (eltérés 16 km, azaz 0.3%).

6. tAblazat. A szamitott foldsugar és eltérése a simulégombratgiaha az 5000 stadiont megjavitjuk Syéne-Réktér

tavolsagéaval
Stadion fajtaja Raktéit Kiszamitott Kiszamitott Eltérés Eltérés %
Alexandria gdmbsugar godmbsugar (km)
(stadion)  (stadion) (km)
gorég és romai 5216 41 508 7671 1 305 (nagyobb) 0.5 2
egyiptomi 5 254 41 810 6 573 207 (nagyobb) 3.2
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7. tablazat. A szamitott foldsugar és eltérése a simulogdmbrsitgja
ha a syénei meridianra vetitett tAvolsdgot megjdvByéne-Raktérdttavolsagaval

Stadion fajtdja  Raktéit  Kiszamitott  Kiszamitott  Eltérés (km) Eltérés %
Alexandria gombsugar gdmbsugar
(stadion) (stadion) (km)
gorog és romai 4 899 38985 7204 838 (nagyobb) 2 13.
egyiptomi 4 683 39 287 6176 190 (kisebb) 3.0

Adott ivhossz mellett 7°27°24” k6zépponti szégnépkank a simulégémb sugarat, a hibled az
ellipszoidi és a gombi foldrajzi szélesség kilorisgnéls! ered.

A foldsugar szamitasokat elvégeztik gorog-romaggigptomi stadion szerint is. Osszehason-
litva a simulégomb sugaraval, egyiptomi stadionzhafata esetén mindig sokkal jobb eredményt
kaptunk, mint gérdg stadionnal szamitva. Ezéréfelezhet, hogy Eratoszthenész egyiptomi stadi-
ont hasznalt a méréséhez. A mérés folyamatat ésedményeit Gedgraphika dirmiivében ismer-
tette, amely eredeti formajdban nem maradt ferszovit 6kori irék sok adatot atvettek &el Va-
I6szini, hogy marék sem tudtak, vagy nem is foglalkoztak vele, hoglyik mértékegysédt irt
Eratoszthenész, igy a gorogok is valtoztatas nédkiktték eredményeit, az egyiptomi stadiont
gorog stadionnak tekintve.

Eratoszthenész a hibak ellentétes hatasainak engedpp 1%-0s pontossaggal ugyanazt az
eredményt kapta, amelyet az Egyiptom teriletérsatitt Gauss-gdémb szolgaltat. Val6jaban, ha
felismerte volna, hogy a két varos nincs azonosdigron, kb. 3%-0s pontossaggal hatarozhatta
volna meg a gdmb sugarat, ami a felhasznalt méekz&s mérési eljardsok figyelembevételével
szél$pontossagunak tekinttiet

10 Eratoszthenész emléke

O volt az el$, aki a foldrajz leirasdhoz matematikai és fizilanereteket is felhasznalt. A Féld
sugaranak meghatarozasan kivil, utazok leiraspjaalanegadta az ismert ,vilag” méreteit, a fon-
tosabb varosok kozotti tAvolsadgokat. Ezt szintedemodkori foldrajzi iré atvette és kiegészitette a
vilagra vonatkoz6 sajat eredményeivel (nem mindsaiben szerencsésen).

Az b6kori és kbzépkori utazok ezeriimeket alapjan tervezhették meg utazasaikat, egéntfon-
tosnak tartottakket. Eratoszthenész megalapozta a fokmérés elvék Ebtvos Lérand is megem-
lékezett az MTA 1901. majus 12-i Unnepi kodlgpsét megnyitd elndki beszédében (Edtvos 1901).
A hélas utokor a csillagaszati munkassaganak emddiétert neveztek el réla a Holdon.
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